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Tém tit - Luét s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund va Kolmogorov
13 hai két qua kinh dién trong 1y thuyét x4c sut va c6 nhidu img
dung quan trong théng ké. Céc dinh 1y giéi han cho bién ngiu
nhién m& va tap ngiu nhién di nhan duoc nhiéu sy cha y trong
nhiing ndm gan day vi tinh hitu ich cta né trong mét sé linh vuc
g dung nhu kinh té toan hoc, phan tich hdi quy, phén tich hé
thdng va ly thuyét diéu khién ngﬁu nhién. Gin day, tac gia Ton
Thét Tua [1 ] da thu dugc mot s6 két qua vé luat s 16n dbi voi tong
¢6 trong s cac bién ngiu nhién doc lap doi mot. Trong bai bao
nay chung t6i mé rong mot s6 két qua cua tac gia Ton That Ta [1]
sang bién ngdu nhién m& phu thude 4m ddi mot, qua dé md rong
cac két qua cb dién vé luat s 16n cua Marcinkiewicz-Zygmund
va Kolmogorov.

Tu khoa - Bién ngiu nhién mo; Bit ding thic momen;
Luat sQ 16n; Phu thudc am; Hoi tu theo trung binh; Tong co
trong soO

1. Pat vin dé

Céc dinh li giéi han trong 1y thuyét xac suat dong vai
trd quan trong trong sy phét trén vé 1y thuyét va cac tng
dung trong nhiéu linh vuc khac nhau, trong d6, luat sé 16n
nghién ctru héi ty theo xac suét va hoi tu hdu chéc chin
(h.c.c) cua tong céc bién ngau nhién. Véi {X,,n > 1}1a
diy bién ngiu nhién c6 ki vong y hitu han, doc 1ap va co
cing phan phdi xac suit, ludt manh s6 1én cé dién
Kolmogrov chi ra ring

1 . .
HZ X; » u hdu chac chan (h.c.c.) khin - oo,

Ngay nay, ludt s6 16n van dang 1a van dé thoi sy va
dugc mo rong tir khong gian céc sb thuc sang nhidu khong
gian khac nhau. Gan day, tic gia Tén That TG [1] da thu
dugc luat ddi voi day cac bién ngiu nhién doc 1ap doi mot
bi chan bdi mot bién ngﬁu nhién theo xéac sut. Trong bai
b4o nay chung toi mé rong mot sé két qua nay sang diy
bién ngiu nhién mo phu thuéc 4m d6i mot. Trong toan bo
bai bao nay, hang sb C khong nhat thiét giéng nhau trong
mdi 1an xuat hién.

DPinh nghia 1. [2] Hai bién ngiu nhién X va Y duoc goi
13 phu thuée am (NQD) néu véi moi x va y,

PX<xY<y)<PX <x)P(Y <y).
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Nhu vay, hai bién ngiu nhién doc lap 1a phy thudc am.
Joag-Dev apd Proschan [3] da chi ra rang c6 nhicu phén
phoi xdc suat hitu ich c6 tinh chat phy thuc am. Cac bién
ngau nhién thanh phan cua phan phdi chuan nhiéu chiéu
v6i cac hé s twong quan am la cac bién ngau nhién phy
thudc am do6i mot. Mau ngiu nhién c6 hoan lai ciing 1a cac
bién ngau nhién phu thudc am d6i mét.

B6 dé 1. [2] Cho X va Y la hai bién ngdu nhién NOD.
Khi do ta co:

1) cov(X,Y) <0;

2) Néu fva g la hai ham sé khong giam (hodc khong
tang) thi ((X) va g(Y) ciing la hai bién ngau nhién NOD.

B6 dé 2. /4] Cho {X,,n =1} la day cdc bién ngdu
nhién NOD déi mét voi ki vong bang 0 va phwong sai hitu

han. Khi do
n
< ¢ B
i=1

n
2%
i=1

k 2

=1

2

E

va

max
1<k=n

n
< Clnznz E(X,12).
i=1

Mai tap con m& clia khong gian R? duoce xéac dinh béi
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mot ham thude u 14 4nh xa tir R vao [0, 1]. Ky hiéu C{;(]R{d)
1a tap tat ca cac anh xa u: RY - [0,1] théa mén cac diéu
kién sau (xem Chuong 6 cua tai liéu tham khao [5]):

(D {xeRY:ulx) =1} # @;
(2) u 1a ham nura lién tuc trén;

(3)suppu={x € R%: u(x) > 0} la tip compact;

(4) u 1a ham tya 16m, nghia la u(yx + (1 — y)y) =
min{u(x),u(y)} véi moi x,y € Rivay € [0,1].

Véi mdi u € F(RY), lit cat mirc a cla u duge dinh
nghia bsi u,= {x€ R*: u(x) >a }Va € [0,1],
supp u dugc ky hiéu 1a u,.

Véi u,v € F(RY) va y € R, mot cau trac tuyén tinh
trén F(RY) duge dinh nghia bai cac phép toan sau.

(u ®v)(x) = sup min{u(y),v(2)},
y+z=x
u(y 'x), néuy=#0
(& ®@ W) = {X{O}(x), notac fai

Trong d6, ys(x) la ham dac trung cia A, tac la
xa(x) = 1 néu x € A va bang khong néu ngugc lai.
Ham hé tro ciia u, ky hiéu 14 s, duge xac dinh véi moi
(a,t) € [0,1]x R? bsi
su(a,t) = sup{(t,a) a € u,}.
Véi p =1, sit dung ham hd trg chiing ta xac dinh
khoang cach (xem Chuong 7 cuta tai li¢u tham khao [5])

1 1/p
pp(u,) = ( [ [, o -s@ t)l”duda) ,
0 d-1

Trong d6, u 1a 6 do Lebesgue chuén héa trén mit cau don
vi $471 trong R%. Chuan cuau € F(R?) dugc xéac dinh boi

1 1/p
||u||p,,=<f0 [ tsworaue)

Klement va cong sy [6] da dua ra dinh nghia bién ngau
nhién md nhu sau. Cho mot khong gian xac suét (Q F,P),
mot anh xa X:2 - F(RY) duoc goi 1a bién ngdu nhién
mo néu nd 1a mot anh xa Borel — do duge ddi véi o- dai sb
Borel B(F(RY)) sinh ra bai Topo lién két véi metric de,
trén F(RY), trong d6 metric d, trén F(R?) duoc x4c dinh
boi

de(u,v) = sup{ |s,(a,t) — s, (a,t)|: (a,t)
€ [0,1] x S%-1}.

Ki vong clia bién ngau nhién md X dugc xac dinh theo

cach tiép can cuia Fréchet v6i metric p, (xem [7]), cu thé 1a

EF(X) = {u € F(RY) : E(p,(X,w)) = inf p,(X, v)}.
vEF(RY)

Korner [7] cling da gidi thiéu khai niém hiép phuong
sai giita hai bién ngiu nhién md X va ¥, dugc dinh nghia
baoi

1
cov(X,Y) = f f cov(sx(a, t),sy(a, t))d,uda.
0 Jsd-1
Néu v6i moi (a, t) € [0,1] x $471,
cov(sx(a, t), sy(a, t)) <0
thi ta ¢6 cov(X,Y) < 0. Tir do, ta dinh nghia khai niém

bién ngiu nhién md phu thude 4m nhu sau

Pinh nghia 2. Hai bién ngdu nhién m& X va ¥ dwoc goi
1a phuy thuge dm néu véi moi (o, t) € [0,1] x S971, sy (o, t)
va sy(a, t) 12 hai bién ngiu nhién phu thudc am.

Trong truong hop d = 1 ta c6 S° = {—1,1}. Bang cach
chon d6 do u({—1}) = p({—1})
4.1 trong tai li€u tham khao [8].

Pinh nghia 3. Mot ddy bién nglu nhién mo
{Xg,n > 1} duoc goi 1a bi chgn ngau nhiénr boi mot bién
ngau nhién thyc X theo metric pp (p = 1) néu

supP (IIX,ll,, > t) < P(IX| > £) véi moi t > 0.
n

= % ta dugc Dinh nghia

Nhu vy, mot ddy bién ngiu nhién mo {X,,n > 1} ¢6
cung phan phdi xac suat bi chan ngau nhién baéi || X, || pp
theo metric pp voi moi p = 1.

Chung minh tuong tu chimg minh B dé 3 cua tac gia
Ton That T [1] ta thu duoc Bo dé sau.

B6 dé3.Chop,q =1, {Xy,n = 1} laday bién ngdu
nhién mo bi chdn ngau nhién boi bien ngau nhién thuc X
theo metric p, va E(|X|P) < . Khi dé, véi moi x > 0,

1) E (18l X, <)) < ECIX1T20m12.) +
x1P(|X]| > x).

2 E (Il Xy, 1) < ECX1%p0)

q=p.

Vi hai diy s6 duong {a,,n > 1} va {b,,n > 1}, néu
ton tai hing sb dwong € sao cho a,, < Ch,Vn > 1 thitaky
hiéu a,, = 0(b,,). Ching minh tuong ty B6 dé 2.4 trong
bai bao [9] ta duoc bd dé tiép theo.

B6 dé 4. Cho p = 1 va {X,; n = 1} la day bién ngdu
nhién mo. Pat S, =@r=q Xi. Cho {b,; n = 1} la day cac

hang sé dwong sao cho 0 < b, 1 oo vd bb 0(1). Néu
n

[ee]

zlP(max (S EF(S))>£b)
n' \{oen Pr ok k
n=1

voi moi € > 0, thi
1
lim — p,(Sp, EF(S,)) = 0 h.c.c.
n—oo bn

Chimg minh. Véi € > 0 tiy ¥, tir gia thiét by, T +00 ta co:

1
o0 > Z EP ({Qgipp(Si,EF(Si)) > ebn)

n=1

1
ZP (Irslg)r(l pp(Si, EF(SL-)) > Ebn)

1
> > P(max p(S,E7(S)) > ebyunn)

1<i<2
k=0
Ap dung B6 dé Borel-Cantelli va két hop véi gia thiét
byn /b, = 0(1) ta dugc:

1
lim — max_p,(S;,EF(S)) =0 (h.c.c).

k>0 D,k 1<i<2k+1
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Mit khac, v6i 2F < n < 281 ta co:

1 1
— 0, (S, EF (S))) < —
bnpp( n ( n)) b kl

Cho n — +oo ta dugc diéu phal chung minh.o

max . pp (S, EF ().

2. Két qua nghién ciru
Pinh li 5. Cho 1 < 7 < 2, {X,,n > 1} 1a ddy bién
ngau nhién mod phu thudc 4m d6i mot va bi chin ngau nhién
boi bién ngiu nhién X sao cho E(|X|") < oo. Gia st
{ay,n = 1} va {b,,n = 1} 1a hai day sb thuc duong, b, 1
400 thoa mén diéu kién
n

2 X by,
Zak = 0(n) vac, S;S avn>=1,
k=1
trong d6 ¢, va c; 1a cac sé thuc duong. Khi d6

1 L
b—pl(Sn,EF(Sn)) 50 khin - oo,
n

trong d6 S, = B} R X,.

Chtng minh. V&i mdi (a,t) € [0,1] x $¢71, dat U,, =
sy, (a,t), n > 1. Lay£>0betuyyva0<p<1/r b
dinh, v6imbi 1 < k < n dat

Yo = —1(Uy < =by/"e?) + Up I (U, | < by/"€P)
+1(Uy > by/"eP).
Zye = (U + by P)I(U, < —by/"eP)
+ (U = b/ eP)I(Uy, > by eP).
~Chuy rang v6i cac hing sé dwong a, b, c, cac ham
0 f(x)=ax, gx)=-I(x<-b)+xI(x|<b)+
I1(x > b) vah(x) =x+)llx<—c)+ (x— c)[(x > ()
1a cac ham sb khong giam. Do d6, 4p dung B6 dé 1 ta co
{aYni, 1 <k <n}va {ayZ,, 1 <k <n} cing la hai
didy bién ngiu nhién NQD d6i mot. Hon nita,

akYnk + aank = akUk Dat
n n

T, = Z a Yo, Tn= Z Ay Zn-

k=1 k=1
Ta co

1
7 p1(Sn EF(S))

Sl L[S

)duda
Ffo Ld—1E(|(Tn — E(Ty)[)duda
+b}%f0 fsd—1 E(|(T: — E(T))])dnda
8 (bg/r .Ll _Ld—1 E (|(T" - E(Tn))|2) duda)
1
+b,i%fo fsd—l E(|(T: - E(T))])dnda

1
= M2 + N. (2.1)
Ap dung B) @& 2 va bét ding thirc tam giac ta dugc

ak(Uk - E(Uk))

1/2

n

B(T, = BT < ) B (Yo~ EG)’

k=1
n

<€) EE)
k=1
n n
<c 5(021 |U|Sb1/r>+C P(1Uxl > by/"e
;g; k ( k n ) ;g; ( ke )
n
< ¢ ) E(UR1(1Xklly, < b))

k=1

n
+ cz P(I1Xill,, > b2/ e?)

k=1

E (U,§1(||Xk||,,2 < b}/Tsp))

+cnP(1X| > by/"eP).

E (|(1, — ET)|*) duda

< MZakE(HXkazI(HXkupz Sl)
bn k=1
bz/rP(|X|>b1/r ?)

n

n
c
< E (Ix121(1x1 < b}/rep))z a?
n k=1

n
+CP(IX > b/7e?) ) af + bz/rP(|X|>b1/r P)
k=1

n

E(IXIP1(1X] < by/"e?)) + 2nP(IX| > by/"¢)

P(IXI > by/"eP)

2/r
n

< Ce?PE (lXITI(IXI < b}/rgv))
C
+€TpE(|X|r1(|X| > b}/r))

C 1
+———E(I1XI"I(1X] > b}/ eP
e (IxXIT1(1X1 > by/"eP) )
— 0 khin — oo truédc, sau dé cho e —» 0.

(2.2)

Ap dung bét ding thirc tam gidc ta co
n

B(T: — BTN < ) E(@lZu — ECu)
k=1
<2 aE(Zy)
;é; k k

n
<2 .k (U 1V > b/"e))

k=1
n

+2b)/ P Z P(1U] > by/"eP)

k=1
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n
Z |Uk|1(||Xk||p1 > b}/rgv)) E <{2,?s’$1 3 (S E F(sk)))
k=1 n
n
< ClnznZE p2(X, EF(X))),
+2b)/"e ZP(||Xk||p1 > by/"eP) - ( 2% i ))
n k=1 trong d6 S, = ®F_, X;.
< 22 akE(|Uk|I(||Xk|Ip1 > brll/rgp)) Chﬁ'ng minh. Vi moi .(a,’t) € [O, 1] X :Sd:l, d}?t
— Un~ = sx, (@,t),n = 1. Khido {l{n,n = 1}; la‘day bién
+2b,11/r£pnP(|X| > b,ll/rep). ngau nhién phu thuéc am d6i mot. Ap dung B6 dé 2 ta co
Do d5 . <1m}?x Z(U — E(U; )))
1 <
N=—F71 T, —ET duda
7 [ ], e an

n
C
<=7 3. 0l (1Ml (1Kl > B°e"))

n k=1

+ CenP(|X| > by/"eP)

a,E <|X|I <|X| > b,fsp>>

+ CePnP(|X] > b;/rep)
< ce'PE (IXI1(1X] > by "eP) )

c n
<53
bl/r

n k=1

— 0 khin - oo trwéde, sau dé cho e - 0.

(2.3)
Két hop (2.1)-(2.3) ta dugc diéu phai ching minh. O
Liya; = 1voimoii >1vab, =n/"véil<r <2

van=>1 ta thu duoc luat yéu s0 16n Marcinkiewicz-

Zygmund do0i v6i day céac bién ngau nhién mo phu thudc

am d6i mot va bi chan ngau nhién.

Hé qua 6. Cho 1 <r <2, {X,,n>1} la diy bién
ngau nhién mo phy thudc 4m d6i mot va bi chan ngau nhién
bdi bién ngau nhién thuc X sao cho E (|X|") < co. Khi d6

1 P
mpl(sn' EF(Sn)) — 0khin-— 00,

trong d6 S,, = Bp_; Xi.

Pinh i 8. Cho {X,,n > 1} la diy bién ngau nhién mo
phu thudc &m d61 mot va bi chan ngau nhién bdi bién ngau
nhién X theo p, sao cho E(|X|?) < . Gid st {a,,n = 1}
va {b,,n = 1} la hai day so0 thuc duong,b, T +oo thoa
man diéu kién
b
2% = 0(1), lim b, =

bn n-oo
n 2

) . - In?n
Zak=0(bn)vaznb < o0,
n

k=1 n=1

Khi do

lim P2 (Sn' E F(Sn))

n—co bn
trong d6 S, = By_, a;, Q Xj.
Pé ching minh Dinh 1i 8 chung t6i can bd dé sau day.

=0h.c.c.,

B6 dé 7. Cho {X,,n > 1} la diy bién ngiu nhién mo
phu thudoc am d6i mot. Khi do, voi n > 1,ta cod

< Cln? nz E(U;, —E(UY))°.
i=1
Do d6 taco

E <1I23<X p2(Si E F(Sk)))
o [, IZw - 50))’ e
< f f E(mkax Z(U — E(U; )) )d,uda
0 Jsa-1 \1=

f f Clnn E(Ul- —E(Ui)) duda
gd-1

1

= Clnznf f (Z(Ui - E(Ul-))2> duda
0 Sd 1 7

= CIn*nE (flf Z(Uz - E(Ui))z d#da)
0 Jsdtim

- Clnznz E (pg (X, E F(Xi))).

i=1
Chung minh Dinh 1i 8. Theo B6 dé 7 ta c6

2 F
E <1r2,35§1 p3 (S, E (Sk))>

n
< Clnznz a?

i=1
Mit khac, véi € > 0 tiy ¥, 4p dung bat déng thirc
Chebyshev ta dugc

o 1
ZnP(lrzlkaxpz (S EF(S))>b 8)

n=1

E(p3(X0 E" (X))

1
< pzert (mp (S E F“k)))

[o0] C n
< Z —r lnznz a?E (pzz (X, E F(XL-)))

n=1 i=1
[oe]

) In%n
< CE(IX| 2) an - <
n=1 n
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Do d6, theo Bb dé 4, ta c6
P2 (Snv E F(Sn))

7ll_r)glo b =0h.cc
DPinh 1i dugc chirng minh. m]

Liy a; =1 véimoii =1, b, =n véimoi n =1 va
r =1 ta thu duoc luat manh s6 16n Kolmogrov dbi vai day
cac bién ngau nhién mo phy thuge am d6i mot va co cung
phan phdi x4c suat.

Hé qua 9. Cho {X,,n = 1} la ddy bién ngau nhién mo
phu thuoc am d6i mot va co cling phan phdi xac suét sao
cho E(||X||p1) < o0, Khi @6

1 F h.c.c. i
Epl(Sn,E (S)) — 0khin - oo,

= @Op=1 Xi-
Vi du. Xét 16p cac tdp con mo tam giac dbi xing cua
tap so thuc R v&i ham thude co dang

trong d6 S,

Onéux <m-—1,
m-—x
1_
u(x) = :
1_

nfum-—-I1<x<m,

nfum<x<m+1|,

Onéux >m+|,
Trongdom € R,[ > 0. K}'/hiéuu = (m; ;D).
Xét {My,n = 1} la day bién ngau nhién doc lap va co

cung phan phdi xic sudt voi bién ngau nhién M co
E(M) =0, {L,,n=>1}1aday blen ngau nhién doc lap va
¢6 cung phan phdi déu trén [0,1 {Mn,n > 1} va
{L,,n = 1}doc lap voinhau. Xet day blen ngau nhién mo
{X,,n = 1} v6i X, = (M, Ly, L), n = 1. Korner [7] d&
chi ra ring EF(X,) = (E(M,),E(L,),E(L,)) =

(0;0,5;0,5). Chon d6 do p({—1}) = p({—1}) = %ta duoc

1
zpl (Sn' E F(Sn)) =

1 n n
1 1
—ZMk—(l—a) —ZLk—O,S da—-0
o |n n
k=1 k=1

(h.c.c.) khin = +oo.

3. Két lugn

Trong bai bao nay ching t6i m& rong luat yéu sé
lon Marcinkiewicz-Zygmund va ludt manh s6 16n
Kolmogorov (cho truong hop cing phan phdi xac suat)
dbi voi day bién ngau nhién mo phu thudc 4m doéi mot.
Pinh 1i 5 va Pinh 1i 8 ciing c¢6 thé mod rong cho cac
trong s6 {a,,n = 1} la cac bién ngau nhién phu thudc
Am d6i mot va doc 14p véi ddy bién ngdu nhién
mo {X,,n = 1}. Cac két qua trong bai bao nay ciing c6
thé mo rong cho tap cac tap con mo ciia khong gian Banch
hay ap dung vao bai toan uwdc lugng mé hinh hdi quy phi
tham s6 mo.
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