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Tóm tắt - Ngày nay, bài toán trường điện từ xuất hiện ở khắp mọi 
nơi trong cuộc sống, bất cứ ở đâu có sử dụng máy điện và thiết bị 
điện là ở đó tồn tại mô hình trường điện từ. Vì vậy mà bài toán 
trường điện từ đóng vai trò đặc biệt quan trọng trong kỹ thuật điện 
và khoa học ứng dụng. Việc xây dựng mô hình để nghiên cứu và 
tính toán quá trình biến đổi trường điện từ trong máy điện/thiết bị 
điện là bắt buộc và không thể thiếu đối với các nhà thiết kế, nhà 
nghiên cứu. Các bài toán trường đều được mô tả bởi hệ phương 
trình Maxwell và các luật trạng thái [1-2]. Đây là các phương trình 
đạo hàm riêng đối với véctơ từ thế a và cường độ từ trường h, 
phân bố trong không gian và biến đổi theo thời gian. Để tính toán 
được sự phân bố từ trường, dòng điện xoáy và tổn hao công suất, 
nhóm tác giả đã áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn [3]. 

 Abstract - Nowadays, electromagnetic problems are present 
everywhere in the daily life. Wherever electrical machines and 
equipment are used, electromagnetic models exist. Hence, the 
electromagnetic problem plays a very important role in electrical 
engineering and applied science. Developing models to study and 
calculate the process of electromagnetic field in the electrical 
machines/equipment is a must for designers and researchers. The 
electromagnetic problems are described by Maxwell’s equations 
together with consitutive material laws [1-2]. These equations are 
partial differential equations (PDEs) for the magnetic vector and 
magnetic field intensity, distribution in the space and time variation. In 
this study, the finite element method is applied to compute the 
distribution of the magnetic field, eddy current and joule power loss [3]. 

Từ khóa - phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH); từ trường; tính 
toán dòng điện xoáy; véc tơ từ thế; bài toán từ động. 
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1. Đặt vấn đề 

Việc tính toán từ trường, dòng điện xoáy và tổn hao 

công suất trong máy điện cũng như hệ thống điện có thể áp 

dụng phương pháp giải tích hoặc phương pháp mạch từ 

không gian thay thế [5]. Tuy nhiên, với phương pháp giải 

tích, khi bài toán có mô hình phức và điều kiện biên giữa 

các môi trường tiếp giáp phức tạp, miền giá trị phi tuyến 

thì việc áp dụng phương pháp giải sẽ gặp khó khăn (gây ra 

sai số lớn) và đôi khi không thể thực hiện được. Đối với 

phương pháp mạch từ không gian thay thế, một bài toán có 

cấu trúc phức tạp được chia thành các miền con có hình 

dạng hợp lý và tạo thành một lưới các phần tử trong không 

gian 2D hoặc 3D. Ưu điểm của phương pháp là đảm bảo 

được độ chính xác cao, tuy nhiên với mô hình có số bậc tự 

do lớn hơn 100, thì việc áp dụng phương pháp này khó 

khăn và không đáp ứng được [5]. 

Để khắc phục được nhược điểm của hai phương pháp 

trên, trong những năm gần đây các nhà nghiên cứu thường 

áp dụng phương pháp số để phân tích và tính toán bài toán 

trường. Phương pháp này ứng dụng đối với các bài toán đa 

biến mà phương pháp giải tích và mạch từ không gian thay 

thế không thể thực hiện được. Một trong những phương 

pháp số hay được áp dụng, đó là phương pháp phần tử hữu 

hạn (PTHH). Trong bài báo này, nhóm tác giả đã áp dụng 

phương pháp PTHH để giải bài toán trường với mô hình 

bài toán từ động của véc tơ từ thế a để tính toán sự phân bố 

của từ trường, dòng điện xoáy và mật độ tổn hao công suất. 

2. Mô hình bài toán từ động 

2.1. Hệ phương trình Maxwell 

Trong phần này, nhóm tác giả đã dựa trên hệ phương 

trình Maxwell tổng quát cùng với các luật trạng thái, và kết 

hợp với sơ đồ Tonti (Hình 1) [6] để đưa ra công thức véc tơ 

từ thế a của bài toán, sau đó áp dụng phương PTHH để giải 

bài toán trong miền nghiên cứu . Sơ đồ Tonti còn được gọi 

là sơ đồ cơ bản hoặc sơ đồ kép liên quan đến các phương 

trình cần tìm của bài toán. Điều này có nghĩa là theo hàng 

ngang phía trên và phía dưới của sơ đồ (Hình 1) là các biểu 

thức liên quan đến phương trình từ trường. Trong khi đó, 

theo hàng dọc của sơ đồ biểu diễn luật trạng thái. 

 

Hình 1. Sơ đồ Tonti [6] 

Xét mô hình bài toán điện từ kinh điển được xác định 

trên miền Ω với điều kiện biên ∂Ω = Γ = Γh U Γe trong miền 

không gian hai chiều và ba chiều. Miền dẫn từ trong miền 

nghiên cứu của Ω được ký hiệu Ωc và miền không dẫn 

trong miền nghiên cứu của Ω ký hiệu Ωc
C. Miền Ωs của 

cuộn dây thuộc về miền Ωc
C. Hệ phương trình Maxwell, 

các luật trạng thái và các điều kiện biên được được viết 

trong không gian ba chiều Eculidean 3 [3]: 

c l ur h j, 0div b , t
c l  ur e b    (1a-b-c) 

1

s
  h b h

s
 j e j        (2a-b) 

0
h
n×h , 0

b
n×b        (3a-b) 

0
e b 

n×e            (4c) 

trong đó: h là véctơ cường độ từ trường (A/m), e là véc tơ 

cường độ từ trường (V/m), b là mật độ từ thông (T), j là 
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mật độ dòng điện (A/m2),  là độ từ thẩm,  là độ dẫn điện 

(S/m), và n là véc tơ pháp tuyến đơn vị có hướng từ trong 

ra ngoài của miền . Các trường hs và js trong (2a) và (2b) 

là các nguồn mà có thể được sử dụng cho sự thay đổi đặc 

tính vật liệu trong một vùng dẫn [6]. Các điều kiện biên 

trong (3a-b) và (4c) thường được xác định bằng không đối 

với các điều kiện biên đồng nhất [6]. Trường hợp nếu khác 

không, chúng được xác định thông qua các nguồn mặt được 

xuất hiện trong miền mỏng lý tưởng giữa + and – [7]. 

2.2. Phương trình yếu nhận cho véctơ từ thế với mô hình 

bài toán từ động 

Phương trình yếu nhận cho véctơ từ thế a với mô hình 

bài toán từ động được thiết lập dựa trên hệ phương trình 

Maxwell tổng quát và các luật trạng thái đã được thể hiện 

trong mục 2.1. Như chúng ta đã biết, để thỏa mãn được 

định luật Faraday (1c), thì trường b thuộc không gian hàm 

He (div, ) (b He (div, )) và trường e thuộc không gian 

hàm He (curl, ) (e He (curl, )) [6]. Điều này tương 

đương với việc kiểm chứng lại sơ đồ Tonti (mục 2.1 [6]). 

Hơn nữa, để thỏa mãn chính xác các luật trạng thái (2a-b), 

thì trường h He (div, ) và j He (curl, ). Định luật 

Ampere (1a) cũng được kiểm chứng một cách “weakly”. 

Công thức yếu nhận cho vector từ thế a được xác định dựa 

vào định luật Ampere (1a) như sau [1], [6]: 

0( , ') ( , ') , ' ( ; ), (5)s e    curl curlh a j a a H h  

trong đó
0( ; )e curlH là không gian hàm được xác định 

miền nghiên cứu Ω (bao gồm Ωc và Ωc
C), và bao gồm các 

hạm nội suy (hàm dạng) cho trường a và hàm thử “test 

function” a' (tại miền rời rạc, không gian hàm này được 

xác định thông qua các phần tử hữu hạn cạnh [6]). (·, ·) 

và < ·, · > lần lượt là các ký hiệu của tích phân khối được 

xác định trong miền và tích phân mặt được xác định trên 

biên ∂Ω(với Γ = Γh U Γe) (Hình 2) của các tích trường 

vector của chúng. Trong đó, tích phân mặt trên biên 
h
 kể 

đến điều kiện biên (3a), được xác định bằng không. Bằng 

cách áp dụng công thức Green với curl-curl [6] trong miền 

 cho các trường h và a’, ta có: 

0

( , ') , ' ( , ') ,

' ( ; ),

s

e

 
  

  

curl

curl

h a n h a j a

a H h
   (6) 

 

Hình 2. Miền nghiên cứu  và đường biên bao quanh  

Để thỏa mãn sơ đồ Tonti (cho cả định luật Faraday và 

định luật Gauss), các luật trạng thái (2a-b) được giới thiệu 

vào phương trình yếu nhận (6), đó là: 

1

0

( ') ( ') , ' ( , ') ,

' ( ; ).

s

e

e
  
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  

, curl ,  
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b a a n h a j a

a H h
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Thay biểu thức véc tơ mật độ từ thông b = curl a và véc 

tơ cường độ điện trường e = - ∂ta – gradυ vào phương trình 

(7), ta có: 

1

0

( ') ( , ') ( , ')

, ' , ' ( , ') ,

' ( ; ),

c c

h e

t

s

e

v
  

 

    

    

  

curl , curl grad

curl

a a a a a

n h a n h a j a

a H h

 (8) 

từ thế vector a trong (8) được xác định là duy nhất trong 

các miền dẫn c, thì một điều kiện Gauss phải được đặt 

vào mọi nơi trong miền  [1]. Phương trình yếu nhận (8) 

cho thấy rằng, bằng cách lấy a’ = gradv’ như là một hàm 

thử để có: 

10

( , ') ( , ') , ' ,

' ( ),

c c g
t

e

v v v v

v H

  
    

  

grad grad grada n j
 (9) 

trong đó g là một phần của biên c và mang một dòng 

điện. Phương trình (9) thực tế là một phương trình yếu nhận 

của divj = 0 trong miền dẫn c. Các trường trên mặt biên 

e với các điều kiện biên cần thiết trên n b thì thường bỏ 

qua bởi vì tại đó thì giá trị của hàm thử bằng không, vì vậy 

nó không đóng góp trong phương trình (8). Sự tồn tại của 

trường n htrong (9) được sử dụng điều kiện biên “natural 

condition” trên biên của h của miền nghiên cứu , đó là: 

( 0 | 0 | 0)
h h h         curln h | n h n j  (10) 

3. Tính toán từ trường từ/dòng điện xoáy thông qua 

công thức véc tơ từ thế a 

Dựa vào công thức véc tơ từ thế a đã được phát triển ở 

phần 2.2, nhóm tác giả sử dụng phần mềm Gmsh [8] để 

xây dựng mô hình với kích thước hình học thực tế của bài 

toán, và phần mềm GetDP [9] để xây dựng mô hình toán 

với các phương trình yếu nhận. Kết quả đạt được từ GetDP 

sẽ được mô phỏng thông qua phần mềm Gmsh. 

3.1. Bài toán ứng dụng 1: Mô hình 2D cuộn dây với một 

màn chắn điện từ 

Xét một bài toán với mô hình 2D gồm một cuộn dây và 

một màn chắn điện từ có cấu trúc mỏng đặt phía trên như 

Hình 3. Trong đó cuộn dây có kích thước 12.5 x 12.5 (mm), 

khoảng cách giữa hai cuộn dây là H3 = 60mm, dòng điện đặt 

vào cuộn dây là I = 1A, tần số f là 50Hz và 300Hz, số vòng 

dây là N = 1000 vòng, chiều dài của màn chắn là H1 = 

120mm, chiều dày của màn chắn là d = 5mm, khoảng cách 

giữa tấm chắn với cuộn dây là H2 = 60mm. μr = μ/μo và σ lần 

lượt là độ từ thẩm tương đôi và độ dẫn điện của màn chắn. 

 

Hình 3. Mô hình cuộn dây và màn/tấm chắn 

Mô hình chia lưới 2D được thể hiện trong Hình 4 với 

hai cấu trúc phần tử lưới khác nhau. Để đảm bảo được kích 

thước của phần từ lưới luôn nhỏ hơn  (skindepth 

2 / . .f  2π µ chiều sâu phân bố của trường trên bề mặt 




 
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của màn chắn), màn chắn (cấu trúc mỏng) sử dụng phần tử 

lưới là dạng chữ nhật với 8 lớp. Đối với khu vực cuộn dây 

và xung quanh cuộn dây (không khí) sử dụng phần tử lưới 

thưa có dạng tam giác. 

 

Hình 4. Mô hình chia lưới 2D với 1 màn chắn 

 

a) - (µ = 1, σ =10 MS/m, f = 50Hz) 

 

b) - (µ = 100, σ =10 MS/m, f =50Hz) 

Hình 5. Sự phân bố của véctơ từ thế a 

Hình 5a miêu tả sự phân bố của véc tơ từ thế với độ từ 

thẩm µ = 1, tần số f = 50Hz, chiều dày của màn chắn d = 

5mm. Vì độ từ thẩm trong tấm chắn bằng 1, hầu hết từ thế 

phân bố trong không gian mà không tập trung vào tấm 

chắn. Trường hợp khi độ từ thẩm được tăng lên µ = 100, 

sự phân bố của từ thế lúc này chủ yếu tập trung nhiều vào 

tấm chắn và được thể hiện trong Hình 5b. 

Sự phân bố của từ trường được biểu diễn thông qua mật 

độ từ thông b (với b = curl a) được miêu tả trong Hình 6a 

và Hình 6b. Đối với trường hợp màn chắn có độ từ thẩm 

cao hơn có nghĩa là δ sẽ nhỏ hơn và hiệu ứng bề mặt sẽ lớn 

hơn, điều này dẫn đến từ trường hầu như khúc xạ và tập 

trung lớn vào màn chắn tại khu vực lân cận cạnh và góc 

của tấm chắn mà không phân bố ra ngoài. 

 

(µ = 1, σ =10 MS/m, f = 50Hz) 

 

b) (µ = 100, σ =10 MS/m, f =50Hz) 

Hình 6. Sự phân bố của véctơ mật độ từ thông b 

Sự phân bố của mật độ dòng điện xoáy j dọc theo chiều 

dày và từ đầu đến cuối màn chắn được thể hiện trong Hình 

7 với µ = 100, σ =10 MS/m và f = 50Hz. 

 

Hình 7. Sự phân bố mật độ dòng điện xoáy dọc theo màn chắn 

(trên) và sự phân bố của mật độ dòng điện nguồn trong cuộn 

dây (dưới) (µ = 100, σ =10 MS/m, f = 50Hz) 

Sự phân bố của j là đối xứng, chủ yếu tập trung ở hai 

đầu màn chắn, tại vị trí giữa của màn chắn không có sự 

phân bố của và gần như bằng 0. Sự phân bố của mật độ tổn 

công suất dọc theo bề dày của màn chắn từ vị trí giữa đến 

cuối màn chắn đạt được thông qua việc lấy tích phân j trong 

miền Ωc và được chỉ ra trong Hình 8. Ta nhận thấy mật độ 

tổn hao công suất lớn nhất và tập trung tại vị trí cuối của 

màn chắn, điều này có nghĩa rằng sự phân bổ nhiệt độ tại 

khu vực này là lớn nhất. 

 

Hình 8. Mật độ tổn hao công suất dọc theo màn chắn, từ tâm 

đến cuối (µ = 100, σ =10 MS/m, f = 50Hz) 
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3.2. Bài toán ứng dụng 2: Mô hình 2D cuộn dây với hai 

màn chắn điện từ 

Từ mô hình bài toán 1, mô hình tiếp theo của bài toán 

1 được phát triển với hai màn chắn vuông góc như Hình 9. 

Cấu trúc phần tử lưới của màn chắn thứ hai cũng được sử 

dụng phần từ lưới dạng hình chữ nhật Hình 10. 

 

Hình 9. Mô hình cuộn dây và hai màn chắn 

 

Hình 10. Mô hình chia lưới 2D với hai màn chắn 

 

Hình 11. Sự phân bố của véc tơ từ thế a 

 

Hình 12. Sự phân bố mật độ dòng điện xoáy trong hai màn chắn 

(µ = 100, σ =10 MS/m, f = 50Hz) 

 

Hình 13. Sự phân bố của mật độ tổn hao công suất theo màn 

chắn 1 (d = 3m; D = H2/2) 

 

Hình 14. Sự phân bố của mật độ tổn hao công suất theo màn 

chắn 1, từ tâm đến cuối (d = 7mm; D = H2/2) 

 

Hình 15. Sự phân bố của mật độ tổn hao công suất theo màn 

chắn 1, từ tâm đến cuối (d = 3mm; D = 2H2) 

 

Hình 16. Sự phân bố của mật độ tổn hao công suất theo màn 

chắn 1, từ tâm đến cuối (d = 7mm; D = 2H2) 

Tương tự như ở trường hợp của bài toán 1, Hình 11 mô 

tả sự phân bố của từ thế véc tơ a. Nhận thấy, sự phân bố 

của từ thế giữa hai màn chắn là khác nhau, do ảnh hưởng 

của màn chắn thứ 2 được thêm vào làm cho từ thế phân bố 

trên mà chắn thứ nhất thay đổi và có phần bị giảm đi. Hình 

12 biểu diễn sự phân bố mật độ dòng điện xoáy trên cả hai 

màn chắn. Đối với màn chắn thứ hai, do từ trường bên phía 

phải của cuộn dây sinh ra, cho nên mật độ dòng điện phân 

bố lớn ở giữa và giảm dần về hai đầu của màn chắn. Trong 
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khi đó, mật độ dòng điện trên màn chắn thứ nhất phân bố 

tập trung chủ yếu ở hai đầu và giảm dần về giữa tấm chắn. 

Cũng giống như trường hợp 1 màn chắn, khi thay đổi đặc 

tính vật liệu μ mật độ dòng điện xoáy cũng tăng theo do 

ảnh hưởng của hiệu ứng bề mặt gây ra. Với Hình 13 và 

Hình 14, khi bề dày của màn chắn thay đổi từ  

d = 3mm đến d = 7mm, khoảng cách giữa màn chắn thứ 

nhất và cuộn dây là D = H2/2 (H2 là khoảng cách đã cho ở 

Hình 9), sự phân bố của mật độ tổn hao công suất tăng dần 

ở 2 đầu của tấm chắn từ. Khi tần số tăng lên thì độ biến 

thiên của tổn hao trên tấm chắn từ cũng tăng. Trường hợp 

khi màn chắn thứ nhất được đưa ra xa với khoảng cách  

D = 2H2, sự phân bố của mật độ tổn hao công suất được thể 

hiện như Hình 15 và Hình 16. Độ biến thiên của tổn hao 

công suất trên tấm chắn thứ nhất trong trường hợp này ít 

hơn so với trường hợp Hình 13 và Hình 14. Điều đó có 

nghĩa rằng, càng xa cuộn dây thì ảnh hưởng của từ trường 

càng giảm. Và sự cộng hưởng từ trường của tấm chắn từ 

thứ 2 nên tấm chắn từ thứ nhất cũng giảm. Tuy nhiên cũng 

giống như trường hợp Hình 13 và Hình 14, mật độ tổn hao 

công suất tăng dần và tập trung ở hai phía của tấm chắn từ. 

4. Kết luận 

Các kết quả đạt được phần nào giúp các nhà chế tạo và 

sản xuất màn chắn điện từ/vỏ máy biến áp tính toán khoảng 

cách và độ dày thích hợp, để từ đó đưa ra được biện pháp tối 

ưu trong thiết kế. Điều này giúp dễ dàng thấy được sự phân 

bố của các đại lượng này dọc theo màn chắn từ. Kết quả phân 

tích được sự ảnh hưởng giữa các màn chắn với nhau, đánh 

giá trực quan sự thay đổi từ trường, dòng điện xoáy và mật 

độ tổn hao công suất trong màn chắn khi thay đổi độ dày, tần 

số nguồn và độ từ thẩm. Đây là bước cơ bản để nghiên cứu 

các bài toán nhiệt trong vật liệu từ. 

Kết quả đạt được từ việc áp dụng công thức véc tơ từ 

thế a sẽ là cơ sở để phát triển cho công thức véc tơ cường 

độ từ trường h, và sẽ được phát triển ở nghiên cứu tiếp theo. 
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