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Tom tat - Phuong phap phan t& hitu han (FEM) la mét phuong phap
s6 manh gitp giai quyét cac bai toan phurc tap trong ky thuat. Tuy nhién
phuong phap nay gap kho khan trong viéc gidi cac bai toan véi mién
khong lién tuc, do yéu cau phai tai tao Iwéi theo cac bién khong lién tuc
hay y&u cau mat d6 luwéi cao dé dat dugc d6 chinh xac mong mudn.
Phuong phap phan ttr hiru han mé rong duoc phat trién nhidm glal
quyét cac nhwoc diém néu trén. Bai bao trinh bay phuong phap phan
tl hGru han mé& rong (XFEM) nham phén tich ting suét/ bién dang trong
chi tiét dang tdm c6 16 hinh tam gidc, 16 tron (bai toan hai chidu). Két
qua tinh todn dwoc so sanh vai két qua tinh toan bang phwong phap
phan t& httu han (st dung phadn mém ANSYS) vé sb phan tr cling
nhw dd chinh xac tinh toan.

T khéa - tAm phéng; 16 tam giac; 16 tron; phan t& hiru han; phan
t&r hi*u han mé rong.

1. it véan dé

Phuong phép phan tir hitu han (FEM) 1a phwong phap
s6 manh va tin cdy trong viéc nghién ctru du doan, mé hinh
hoa rng xir cia vat li¢u, xac dinh truong Gng suét, bién
dang trong két cAu co khi, ciing nhu nhiéu bai toan khac
trong k¥ thuat. Phuong phép nay duogc tng dung thanh
cong trong cac nganh khoa hoc k¥ thuat nhu k¥ thuat hang
khong, k¥ thuat méi truong, k¥ thuat xay dung, k¥ thuat co
khi, khoa hoc vt lidu... Hién nay, cong nghé gia cong dép
16p (cong nghé in 3D), v6i nhitng budc phat trién vuot bac,
cho phép thiét ké cac chi tiét voi hinh dang phirc tap, duoc
t6i uu hoa vé hinh dang. Viéc giai quyét chc bai toan thiét
ké t6i vu dua vao phuong phép phan tir hitu han con nhidu
han ché, vi yéu cau pha1 tai tao lai ludi, canh cua ludi phan
tur phai tuong thich véi 16 trong, ciing nhu yéu cu mat do
ludi cao dé dat do chinh xac mong mudn.

Phuong phap phan t hiru han mo rgng (XFEM) dugc
phat trién nham giai quyét cac nhugc diém néu trén. C. H.
Villanueva, K. Maute st dung XFEM két hop véi phuong
phap tap mic (LSM) nham t5i wu hoa hinh dang hinh hoc
clia cac két cdu ba chiéu, voi do chinh xac phu hop khi sur
dung ludi tho [1]. T.P. Fries, T. Belytschko trinh bay tong
quan vé XFEM trong t6i wu hoa hinh dang, cho phép xap
xi chinh xac céc 10 giai lién quan dén chd chuyén tiép, chd
thit, chd suy bién, va nhirng khong tron cuc bd trong cic
phan tir. Phuong phap XFEM c6 nhiéu tiém nang khi giai
céc bai toan khong tron, gan bé mit tiép giap, vi du md
hinh héa vét nut, su léch mang tinh thé, hoa ran... [2].
L.Li, M. Y. Wang, P. Wei dé xuat mét s6 so dd XFEM cho
viéc tdi uu hoa hinh dang str dung LSM, cho két cAu hai va
ba chiéu, dd chinh xéc trén bién cua két cAu van duoc dam
bao. Viéc st dung XFEM béc cao va chia ludi thd cho do
chinh x4c twong duong véi XFEM bac thap nhung chia

Abstract - The Finite Element Method (FEM) is a powerful
analytical tool for solving many problems in stress/strain analysis.
However, the FEM method has difficulties in solving the problems
of discontinuities because of the need for remeshing and high
mesh density. The Extended Finite Element Method (XFEM) was
developed to overcome these limitations. In this article, the XFEM
method is proposed and applied to analyse stress and strain in
plates with triangle and circular holes (2D problem). Calculation
results are compared with those calculated by finite element
method (using ANSYS software) in number of elements and
accuracy. The XFEM gives equivalent results in stress and strain
as the traditional FEM but with fewer elements.

Key words - plane plate; triangular hole; cicular hole; finite element
method; extended finite element method.

luéi min hon [3]. C. Daux et al. ing dung XFEM giai cac
bai toan vét nit ¢6 nhiéu nhanh, nhiéu vét nht, va vét nit
xuit phat tir cac 16 [4]. N. Sukumar va cong sy st dung
XFEM va LSM dé mé hinh hoa céac 16 ¢6 hinh dang bat ky
va cac bé mat vat liéu, khong chia ludi cac bién bén trong,
mo phong s6 duoc thuc hién cho bai toan dan hoi tinh hai
chiéu, chimg t6 d6 chinh x4c va tiém ning cta ky thuat dé
xuét [5]. Ajay Singh et al. tién hanh so sanh FEM va XFEM
thong qua bai toan hai chiéu trén dia c6 13, v6i kich thudce
khac nhau, nhim danh gid mtrc d6 tip trung ing suét trén
16 [6]. Peng Wei, Michael Yu Wang str dung XFEM va
LSM nhim giai bai toan tdi wu héa hinh dang cho két cdu
hai chiéu, cai thién tinh hoi tu va do chinh xac tinh toan,
khong can chia lai lu6i trong qué trinh t&i wu hoa, ¢ thé st
dung lu6i tho nham giam thoi gian tinh toan [7]. Tuy nhién,
cic nghién ctru trong nude hién nay vé viéc sir dung
phuong phap XFEM trong thiét ké, tdi wru hoa céc chi tiét
co khi van con han ché.

Bai bao nay trinh bay phuong phap phan tir hitu han
mo rdng trong tinh toan tng suat, bién dang trong chi
tiét dang tdm c6 15 tréng hinh tam giac, hinh tron (bai
toan hai chiéu). Két qua tinh toan duoc so sanh voi két
qua tinh toan bang phuong phap phan ti hitu han (st
dung phan mém ANSYS) vé sé phan tir ciing nhu do
chinh xac tinh toan.

2. Co sé ciia phwong phap phén tir hitu han mé rong
Xét mot miénQ2 € RY(d=2 hoic 3) dwoc gidi han véi
bién'=T", UT', v6i I' ]a bién ctia ngoai luc, I', 1a bién cua
chuyén vi (Hinh 1) [3].
Phuong trinh cén bang va diéu kién bién cua bai toan
dan hoi tuyén tinh:
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V.o + f = 0 trong mien 2
on=gtrenbienl, (1)
u = u, tren bien T,

Trong d6: o: tenxo tmg suat; / : luc khdi; g: ngoai luc;
n: vecto phap tuyén don vi.

Hinh 1. Mién bai toan phan tir hitu han

Bai toan dugc xét ¢ day co bién dang Vé’chuyénrvi nho,
vét liéu dan hoi tuyén tinh. Lién hé ung suat va bién dang
trong mién Q:

o=Czeu) (2)
i Véiu: chuyén vi; & bién dang; C: tenxo ciia modun dan
hoi.

Quan hé gitra bién dang va chuyén vi:

e=Lu 3)

L 13 phan d6i ximg ctia toan tir gradient.

Trong phuong phap phan tir hitu han c6 dién, truong
chuyén vi dugc xap xi boi phuong trinh:

u(x)= Z N, (x)u, 4
iel

Véi: I: tap hop cac nut; u,:
ham dang.

chuyén vi nit;N,(x): cac

Chuy,e;n vi tai cac nut dugc xac dinh qua hé phuong
trinh tuyén tinh:

KU=F (5)

Trong do: K 1a ma trén d6 cimg tong thé; F 1a vecto tai;
U la vecto chuyén vi nit chua biét.

Phuong phap XFEM duya trén viéc mo rong cac ham
dang cta phuong phap phéan tir hiru han dé thé hién mién
khong lién tuc. Bién hinh hoc cua mién khong ‘lién tuc duoc
xap xi boi ham dang mé rong, do d6 ludi phén tir va bién
hinh hoc ctia mién khong lién tuc doc 1ap voi nhau.

Cong thie xap xi truong chuyén vi trong XFEM cho
mot sO truong hop khéac nhau c6 dang [3], [5], [7]:

u(x) = Z Ni (x)ul. + Z aij ()C)?/J(x) (6)
icl jeJ

Trong do: u,la chuyén vi tai ntit khong lam giau (bac tu
do theo FEM), g, la chuyén vi tai nat lam giau (béc tu do
tang thém), N,(x), N,(x)la ham dang twong ung, ¥ (x)la
ham 1am giau, 713 tap hop cac nit cua phan tir, J 13 tap hop
céac nut dugce lam giau.

Ham lam giau dé thé hién 18 tréng ctia vat liéu bén trong
chi tiét dugc mo ta trong [5], [7].

Truong chuyen vi x4p xi theo phuong phép phan tir mé
rong duge biéu dién boi biéu thirc:
u(x)=>_ N, (x)V(x)u,
iel
) 1 neu x €2 ™
voi V(x) =
0 neu x ¢ Q

Véi Q 1a mién chira vat rén.

Trén thyc té ham chuy7én vi nay kh’éng dugc thuc hién.
Thay vao d6 la ham chuyén vi dugc xap xi theo (4) va loai
bo don thuan tich phan trén phan 16 trong khi tinh todn ma
tran d9 cung [3], [7].

Bién khong lién tyc hay 15 trdng duoc xac dinh diya vao
phuong phap tap muc (level set) (Hinh 2). Ham tdp murc
cho 13 trong hinh tron dya vao biéu thirc:

6060 =(x=x)* +(r=1.) —1. ®)
Trong do:(x,,y,)la toa do tdm 16 tron; (x,y) la toa do
cua diém dang xét, r.1a ban kinh 15 tron. ¢(x y) > 0: diém
nam ngoai 16 tron ¢(x y) < 0: diém nim trong 1 tron,
#(x,y) = 0: diém nam trén bién 15 tron.

Phan tir vat rin
A, Phén tu bién
A, Phan tir bién

Hinh 2. Céc kiéu phén ti ciia bai todn 16 trong

Ham tap mirc cho bai toan 16 tam gidc ABC dua vao
dinh thuc cua cac cap vecto (4AM,AC)(BM,BA);
(CM ,CB),cting dau néu diém M thudc 15 tréng.

3. Tinh toin bing phwong phap phan tir hitu han mé
rong

So dd thuat toan tinh toan theo phwong phip XFEM
nhu trén Hinh 3.

Mot s6 vi du vé phan tich ing suat chuyén vi trong bai
toan tdm phang co6 10 trong 1a hinh tron va hinh tam giac
dugc dua ra dé minh hoa kha nang cua phuong phap phan
tor mo rong trong viée gidi quyet cac bai toan c6 bién khong
lién tuc.

3.1. Bai todn tdm phding c6 16 trong hinh tam gidc

Mo hinh bai toan tim phing c6 156 tam giac véi cac
thong s6 hinh hoc va vat liéu nhu sau (Hinh 4): mé dun
dan hoi cta vat liéu E=2,1.10° N/mm?, mot dau ngam, mot
dau ty do chiu tai tap trung P = 1000N, hé so Poisson cua
vat liéu v = 0.3, bé day cua tam t = Smm, kich thudc tam
20x60 mm?.
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Dit liéu: nel-tong s6 phan tir
Ham Level Set ¢(x, ¥)

Xay dung phuong
N trinh: KU=F =
tinh chuyén vi cac

nut, tinh bién dang

N: S6 niit phén tir Vvaimg sudt
vél @ (x,y)>0

DY
=

S S
<ﬂ:4 N=o >—y
B D)

Dung phan

Dung dac Dung dac

b6 vat lidu

tinh vat liéu th vat trong phan
vat ran liéu rong tir bién
] ] ]

¥
Dung FEM dé
tinh ma tran do ma tran do
cimg phin t cimg piléll tir

¥ ¥

]
]

Xay dung ma tran
Hinh 3. Thudt todn tinh todn bang XFEM

Dung tich phan
s6 XFEM tinh

do cig tong thé K

P=1000N
60

20
6.5
13.65

Hinh 4. M6 hinh bai toan tam phing 16 tam gidc
Mo hinh lu6i phan tir phan b déu cua bai toan theo
phuong phap XFEM s& dgc 1ap vdi bién khong lién tyc cua
10 trong (Hinh 5).

TTTIT
| I

i

e

. Phin tir vat rén . Phan tir bién . Phén tir 15 tréng

Hinh 5. Céc logi phdn ti ciia bdi todn
Céc phian tir bién dugc chia nho thanh cac phén tir tam
giac, cac phan tir nay duoc s dung dé tinh toan ma tran do
cung cua phan tir bién (Hinh 6).

Hinh 6. Chia lgi phan tir bién bang cdc phan t tam gidc

Két qua tinh toan XFEM véi 768 phan tir: Ung suat Von
Mises 16n nhat xuat hién trén tam 12 416.99 MPa. Ung suét
Von Mises xac dinh tai cac dinh cua 15 tréng ABC: dinh A:
66.436 MPa, dinh B: 61.679 MPa, dinh C: 38.006 MPa
(Bang 1).

Bing 1. Két iing sudt cho boi XFEM (768 phan tir)

Vi tri XFEM (MPa)
A 66.436
B 61.679
C 38.006
Von_MisesS,qy 416.99

Hinh 7 va Hinh 8 trinh bay d6 thi biéu dién tng suit
Von Mises va chuyén vi uy tai cac diém nam trén canh dtng
EF cia tim phéng, tinh toan bang phuwong phap XFEM va
phuong phap FEM (ANSYS). Két qua tinh toan bang
XFEM véi 768 phin tir va bang FEM vé6i 845 phin tir x4p
xi nhau.
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Hinh 7. So sdnh phdn {75 img sudt theo canh dimg EF
cua tam tinh toan bang XFEM va FEM (ANSYS)
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Hinh 8. So sanh chuyén vi uy giita phuong phap XFEM
va FEM(ANSYS) trén canh ding EF cua tam

3.2. Bai todn tidm phing c6 16 trong hinh tron

Mo hinh bai toan tim phang c6 156 hinh tron véi cac
thong so hinh hoc va vat liéu nhu sau (Hinh 9): mé dun
dan hoi cua vat liéu E=2,1.10°N/mm?, mot dau ngam,
mot dau ty do chiu tai tap trung P=1000N, hé so Poisson
cua vat liéuv = 0.3, bé day cia tam t=5mm, kich thudc
tam 20x60 mm?.

M6 hinh lu6i phan tir phan bd déu cta bai toan theo
phuong phap XFEM s& doc 1ap voi bién khong lién tuc cua
16 trong (Hinh 10).
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P=1050N 50

puyy

16.25

[opL gy

Hinh 9. M6 hinh bdi todn tdm phdng 16 tron

=
T

Phén tir vat rin . Phén ti bién . Phén tt 15 tréng

Hinh 10. Cic logi phan tir ciia bdi todn
Céc phian tir bién dugc chia nho thanh cac phén tir tam

giac, cac phz‘?ln tr nay dugc str dung dé tinh toan ma tran do
cing cta phan tr bién (Hinh 11).

A

= o

P=EN

Hinh 11. Chia lai phin tir bién bang cdc phan tir tam gidc
Két qua tinh toan XFEM v6i 768 phan tir: Ung suit Von
Mises 16n nhat xuat hién trén tam la 437.827 MPa. Ung
suat Von Mises xac dinh tai cac dinh cua 10 trong ABC:
dinh A: 92.27 MPa, dinh B: 21.92 MPa, dinh C: 55.73MPa,
dinh D: 28.27 (Bang 1).
Bing 2. Ung sudt cho béi XFEM (768 phdn tir)

Vi tri XFEM (MPa)
A 92.27
B 21.92
C 55.73
D 28.27
VonMises_max 437.827

Két qua g sut tinh toan bai XFEM dugc so sanh véi
két qua tng suét cho béi phin mém ANSYS theo phwong
phap FEM truyén thong. D4 thi biéu dién sy phan bd tng
sut Von Mises doc theo canh dtng EF cua tAm nhu trén
Hinh 12. Két qua ciing cho thy viéc tinh toan theo phwong
phap XFEM cho két qua chinh xac twong duong voi
phuong phap FEM nhung véi vai s6 phan tir it hon, vi vay
tdc d6 va thoi gian tinh toan tang Ién.
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Hinh 12. So sanh phdn bé img sudt theo canh dvimg EF

4. Két luan

Bai béo trinh bay phuwong phap phan tir hitu han m&
rong trong viéc phan tich ung suit va chuyén vi cua bai
toan trang thai Gmg sudt phang hodc bién dang phing.
Phwong phap XFEM c6 wu diém 1a lu6i phan tir ¢6 thé tao
ra mot cach doc 1ap véi bién khong lién tuc cua chi tiét.
Diéu nay thuc hién duoc 1a nho vao ham tdp mirc dung dé
xé4c dinh vi tri ciia cac bién khong lién tuc. Cac phan tir
trong phuong phap XFEM duoc chia 1am ba loai phan tur
1a phan tir rin (FEM truyén thong), phan tir bién (XFEM)
va phan tir 15 trong. Trong d6, phan tir 15 tréng s& duoc loai
b6 trong cac tinh toan. Phan tir bién s& dugc tiép tuc phan
chia dé tinh toan. Cac vi du so sanh ban dau giita phuong
phdp XFEM va FEM (ANSYS) cho thiy tiém ning tmg
dung ctia phwong phap XFEM khi tinh toan cac chi tiét ¢6
hinh dang bién phirc tap. Két qua cho thiy do tin ciy va
tinh kinh té ctia phuong phap XFEM so véi FEM truyén
thdng. C6 thé phat trién tmg dung phuwong phap XFEM cho
bai toan tim phang c6 16 trong hinh dang bét ky (dugc md
ta bang dudng cong B-Spline hay NURBS), nham giai bai
toan t6i wu hoa hinh dang ciia chi tiét dang tAm hai chiéu.
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