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Toém tat - Nhirng nam gan day, bai toan vé tinh bi chén cltia nghiém
déi véi cac hé phuong trinh vi tich phan con nhiéu han ché, dac biét
la cac lop hé phuong trinh phi tuyén tong quat. Trong bai bao nay,
nhém tac gia phat trién mot sé ki thuat tiép can da co trong moét so tai
liéu tham khao dé ap dung nghién ctru bai toan v& tinh bj chan va tinh
&n dinh mii cta nghiém di véi hé phuwrong trinh vi tich phan Volterra
phi tuyén phu thudc thoi gian. Tir d6, thu duwoc mét sé diéu kién da
mai va twong minh cho tinh bi chan mi toi han toan cuc clia nghiém
dbi voi mot sb |O’p hé phuong trinh vi tich phén Volterra phu thudc
thoi gian. Két qua dat dwoc la mé rong tdng quat ctia mét sé két qua
da co nhw 1a céc trwdng hop dac biét ctia ching téi. Cudi ciing, nhém
tac gia dwa ra mot vi du nham minh hoa cho két qua dat duwoc.

T khoa - Hé phuong trinh vi tich phan Volterra; tinh bj chan cda
nghiém; &n dinh mii

1. Pit van dé

Phuong trinh vi tich phan néi chung va phuong trinh vi
tich phan Volterra n6i riéng danh dugc su quan tim cua cac
nha nghién ciru, boi vi chung c¢6 nhiéu tng dung trong cac
mé hinh toan hoc, sinh hoc, kinh té va cac nganh khoa hoc
tmg dungkhéc ([1], [2], [9]). Cac bai toan vé tinh bi chin
va tinh 6n dinh cia nghiém ddi véi cac hé dong luc noi
chung va hé phuong trinh vi tich phan Volterra n6i riéng la
mot trong nhitng bai todn dinh tinh dwoc su quan tam
nghién clru cua cac tac gia trong va ngoai nudc trong nhirng
nam gan day (xem [1], [2], [4]-[10], ...).

Nam 2015, céc tac gia trong [10] da nghién ctru dua ra
mot s6 diéu kién du cho tinh bi chan mii téi han, mt dinh
nghia mé rong cua dn dinh mii, cua hé phuong trinh sai phan
ngau nhién phi tuyén c6 chdm. Nam 2017, véi mot céch tiép
can khac, cac tac gia trong [1] da dua ra mot s6 diéu kién du
twong minh cho tinh 6n dinh tiém cén, 6n dinh mi cua
nghiém d6i voi hé phuong trinh vi tich phan Volterra tuyén
tinh phy thudc thoi gian. Gan day, két qua vé 6n dinh tiém
can, 6n dinh mii cho hé phuong trinh vi tich phan phi tuyén
da duoc nghién ctru trong [6]. Tuy nhién, bai toan vé tinh bi
chan (t61 han) ctia nghiém theo dang dinh nghia trong [5]
chua dugc nghién ciru khai thac d6i véi 16p hé phuong trinh
vi tich phan Volterra. Ngoai ra, cac két qua vé tinh 6n dinh
thuong doi hoi phuong trinh vi tich phan can ¢6 diém cén
bang. Do d6, d6i véi 16p hé khong théa méan didu kién nay,
viéc nghién ctru bai toan 6n dinh 1a khong kha thi, vi vay can
nghién ctru tinh chét tdng quat hon 14 bi chin ciia nghiém.

Nhiam déng gop mot phan vao giai quyet han ché néu
trén, trong bai bao nay, nhom téc gid phat trién cac ki thuat
tiép can trong [1] va [10] dé nghién ctru tinh bi chdn cua
16p hé phwong trinh vi tich phan Volterra phi tuyén phu
thudc thoi gian. Tir d6, dwa ra mot s6 diu kién méi cho
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tinh bi chin mi t6i han ctia 16p hé nay. Két qua dat duoc 1a
md rdng tong quat cua mdt so ket qua gan day.

Sau déy 1a mot s6 ki hiéu va quy udc dugc sir dung trong
subt ndi dung bai bao. Goi N, R va C lan luot 1a tap hop
céc sb tu nhién, truong sb thuc va truong s phirc. Cho cac
sb nguyén duong | va g, ki hiéu R' 1a khong gian vecto
thue va R™ 1a tap hop tat ca cac ma tran ¢ |xq voi cac
s6 hang trong R . Cho hai ma tran A= (a) va B= (bij)

thuge R, khi d6 A < B tuong duong véi a; <by véi moi

ie{L2,..1} je{l,2,. ., q} Dic biét, néu a; < bu' voi moi
iefl,2,...1}, je{l,2,..,q} thi ta viét A< B. Ma trén
A= (aij ) e R™9 dugc goi 1a ma trdn khéng dm néu a; =20

1}, j €{L2,...q}. Cach hiéu twong tu dbi

voi vecto khong am. Ki higu R” 1a tap hop tit ca cic ma

véimoi i €{l,2,...,

tran thyc khong 4m ¢ 1xg. Cho m 1a s nguyén duong, ta
ki hiéu 6., 6, Va Inlan luot 1a vécto khong trong R™,
ma tran khéng va ma tran don vi trong R™". Véi
X=(X,%,..%) eR" va P= ( Py ) € R"™ ta dinh nghia

gid tri modun cua vecto va ma tran nhu sau:

[ = (P e

Trén R", ta xét cac chudn vécto sau ||X|| = 4"}Z|X |p

v6i 1< p<oo va ||x|, =max{|x]|}.Ta c6, moi chuan || . ||

1<i<n

%|)" eR" va|p|=(|p[) e R"™.

tren R" ddu la chuin don didu ([1]), tic 1a néu c6
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x,yeR",|x|<|y| kéo theo [X|<[y|. Cho ma tran
AeR", chuin cua toan ti tuyén tinh A:R% »>R',

X > Ax xéc dinh boi ||A| —sup||AX|| duogc goi 1a chudn
Ixl=

todn tir (operator norm) ciia ma tran A (goi tat 1a chudn ma
trdn cha A).

Trong bai bao nay, néu khong giai thich gi thém, chuan
vecto trén R" 1a don di¢u va chuan ma tran cua Ae R
duoc hiéu l1a chuan toan tir lién két vdi cac chuan vecto don

digu trén R'va RY.

Véibatki M € R™", hoanh do phd (spectral abscissa)
cia M duge ki hiduboi (M )=max{Rei:1ec(M)},
trong d6 o (M) := {z eC:det(zl,-M)= 0} 13 phd ctia ma
tran M. Ma tran Ae R™ duoc goi 1a ma tran Metzler néu
cac phan tr ngoai duong chéo chinh cia A déu khong am.

Véi mdi @ >0, dat 1”7 (RT™") 1a ho cac ham ma trén

théa man diéu kién nhu sau

1“(R™) = {B()EC(R R™): j IB() ‘“dt<+oo}

2. Piéu kién cho tinh bi chin ciia nghiém déi véi hé
phwong trinh vi tich phan Volterra

Xét hé phuong trinh vi tich phan Volterra phi tuyén phu
thudce thoi gian c6 dang nhu sau

x(t)= F(t,x(t))+JZG(t,s)x(s)ds+h(t), t>t; >0, (2.1)

F:R, xR">R",G:R, xR, >R™ va

h: R, — R" lacac ham lién tuc cho trudec.

trong do,

Goi S 14 tap hop cac ham diéu kién dau ¢:[0,t,] — R".
V6imdi ¢ €S, xét cho hé (2.1) mot didu kién diu nhu sau

X(s)=¢,(s), se[0t,] (2.2)

Nghiém ctia hé (2.1) véi diéu kién dau (2.2), ki hiéu boi
X(+t,,¢), 1a ham vécto kha vi lién tuc trén [to,y) véi
y >1, nao d6 va thoa man cac d'?mg thirc (2.1), (2.2) voi
moi te[t,,») . Ngoai ra, néu [t,,7) 1a khoang 16n nhat dé
ton tai X(+t),#) thi nghiém x(-t;,¢) dugc goi la khong
thé kéo dai (noncontinuable). Ap dung B6 dé Zorn ta c6
ton tai nghiém khong thé kéo dai va khoang 16n nhat dé ton
tai X(-t,,¢) 1a khoang mo ([6]).

Trong sudt bai bdo nay, ta gia st rang diéu kién sau
duogc thoa man:

(H) F(t,X) théa man diéu kién Lipschitz theo bién thir
hai (bién x) trén bdt ky tdp con compact ciia R, xR".

Khi d6, tir gia thiét (H) ctia ham F ta cd, véi t, >0 va
$ €S cho trudc, hé phuong trinh vi tich phan (2.1) ton tai
duy nhét nghiém, thoa man diéu kién dau (2.2) ([6]).

Dinh nghia 2.1. H¢ phuong trinh vi tich phan Volterra
(2.1) dugc goi la on dinh mi toan cuc (globally
exponentlally stable, viét tit 1a GES) néu ton tai cac hang

s6 K, >0, sao cho voi mi ¢ &S, nghiém x(t,t,,¢4) cua
(2.1)-(2.2) thoa man

Ie(tto )< Ke gl e[t )

Pinh nghia 2.2. H¢ phuong trinh vi tich phan Volterra
(2.1) duoc goi 1a bi chan mi t6i han toan cuc (globally
exponenti‘ally ultimately bounded, viét tat 1a GEUB) néu ton
tai cac hang so K, >0, Y>0 sao cho véi mdi pes,

nghiém x(t,t;,¢) cla (2.1)-(2.2) thoa man

Ie(tto ) < Ke " Vgl ¥, te[t, )

S6 Y dwoc goi 1a bién mrén téi han (ultimate upper
bound) ctia hé phuong trinh (2.1).

Tir hai dinh nghia néu trén ta thiy, GES chi 1a trudng
hop dac biét cia GEUB khi Y =0.

Chu ¥ rang, khi 7 = oo (ttrc 1a mién xac dinh cta nghiém
Ia t > ty) thi Dinh nghia 2.1 va Dinh nghia 2.2 lan lugt tring
v6i dinh nghia vé GES trong [6, Definition 3.7] va dinh
nghia vé GEUB trong [10, Definition 4.1] twong Gng.

B d¢é sau day ¢ vai tro quan trong, duoc sir dung trong
phép ching minh dinh li chinh cta bai bao nay.

B0 dé 2.3 ([1, Theorem 2.2]). Cho E € R™ ld ma trdn
Metzler. Khi do, nhitng ménh dé sau ddy la twong dwong:

(i) u(E)<0;

(ii) Ton tai ve R",v>> 6, sao cho Ev< 6,;

(iii) E kha nghichva E* <6, ;

(iv)Cho veR",v> 0, . Khi do, ton tai xeR" sao
cho Ex+v=46,;

(V) Cho bdt ki xeR"\{,}, vecto hang X'E c it
nhdt mgt phan tir am.

Dinh i sau ddy 12 két qua chinh cua bai béo nay, cho ta
mdt s0 dicu kién mdi cho tinh GEUB cua hé phuong trinh
vi tich phén Volterra phi tuyén (2.1).

Pinh i 2.4. Cho (H) duwoc théa mdn va véi moi
teR,,F (t,-) la ham kha vi lién tuc trén R" | F(t,0,) va
h(t)

A=(a;)eR™ va B(-) el*(RT™) (a>0)sao cho véi

la cac ham bi chan trén R, . Gia su on tai

batki t>0 va batki xeR", tach
oF . F
—(t,x)<a,,ien, |—(t,x)|<a;, i=], i, jen (2.3

|G(t,s)|<B(t-s), Vt,seR, ,t>5s
~+00
Khi d6, néu A+ J. B(s)ds la ma trdn théa man mot
0
trong cdc dieu kién ()-(v) ciia Bé dé 2.3 thi hé phuong
trinh vi tich phéan (2.1) 1a GEUB.

(2.4)
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Trueong hop dic bi¢t, khi F(t,0,)=0,, h(t)=6,, voi
moi t € R, thi hé phuong trinh vi tich phén (2.1) 1a GES.

Chirng minh. Tt cach xac dinh cua A trong (2.4), ta c6
A 1a ma trdn Metzler. Vi B(s) > 6,, v6i moi seRR, nén

400
M= A+ j B(s)ds 1a ma tran Metzler. Vi céc didu kién
0
(i)-(v) trong B6 dé 2.3 1a twong duong, nén tir gia thiét da
cho khdng lam mat tinh tong quat, ta gia st ma tran Metzler
Mcé u(M)<0.

Gia st geS va X(t)=x(tt,, ), te[ty,7), 1a mot
nghiém khong thé kéo dai cua (2.1) va (2.2). Ta can chiing
minh, riang ton tai K,8>0,Y>0 sao cho v&i bat ki
t, >0, taco

[x(t.t,4)] < Ke " g+ X, te[ty,7) (2.5)
trong d6 K khong phu thudc vao t, t; va ¢. Vi ma tran
Metzler M ¢6 (M) <0 nén theo B6 d 2.3 (ii), ton tai
a,) €R", v6i o >0, ien,saocho

(2.6)
Hon nira, tir (2.6) va B(-) € 1*(RT™), suy ra ton tai >0

da nho sao cho bét dang thirc sau xay ra

+0

(A+ j B(s)e”ds)v < —pv =—f(a,2,0,) <6, (2.7)
0
Pite =1 1..1)" eR", taco
<
ot <loll <l
I<i<n
_B(t— \" \"
pat  u(t)=[¢fe”" +L ;o V6
min{e)  min{a}
t>tyva L= rlnax{ sup(|F, (1.6, )| +h, (t))}. (2.8)
sisn tzto
Ki higu X(t)=X(t,t,¢), khi d6 tir trén ta c6
\"
[x(s)|=los)| <ol infar] <
voimoi s €[0,t,].
Tiép theo ta can chimg minh |X(t)| <u(t), Vtelty,r).

Dung phuong phap chung minh phan chfrng, gia su ngugc
lai rang ton tai t. >1, sao cho |X |;<_ u(t.). Khi do, ta co

the dat t, = inf {t. e(to,y):x(L)ﬁu(L)}. Bai vi tinh lién
tuc ciia ham U(t) va x(t) nén t, >t, va ton tai chi s
i, €n sao cho:

[x(t)|<u(t), vte[t,t);

(2.9)

|Xi0 (t1 )| =Uj (tl);

%, (0> u, (1), Vte(t,t+a,),

v6i @, >0du nhd nao do, k=1,2,...

bat  G(t,s) =(g;(t.s)) va B(s):=(b(s)) e RY™",
t,s e R, . Ap dung dinh li gia tri trung binh ctia ham vécto,
taco véimdi te R vamdi i e{1,2,...,n}, tacod

x(t)=F (t,x(t))=(F (t. x(t)) - F (t.6,))+ F (1.6,)
=Ji[j Lt sx(t )ds]x()JrFi(t,Hn)

0

+ zjo g, (t,$)x; (s)ds + i (1).

~son(x <t>>{" (I %(sx(t))ds]x,- (t)]

i

(o) 3 ] @sx(t))ds}x,- 0

07

+Zj|g.,(t $) [ ;(s) [ ds +[F; (1,
hdu khép noi theo t trén [t),7).Tur (2.4) va (2.5) suy ra

d
i (1) <a,|x (t) ;;.a‘ |x |

t

—Jo 1j

hiu khip noi theo t trén [t), 7).
Ky hiéu D*[x (t)| 1a dao ham Dini trén - phai cia

% (t)] tai telty ), taco

% (1)) —Ilmsup| (tra)-lx (1)

A—0" A
) 1 t+A d
=limsup= _[ $|xi (s)pds.

A—0" A t

D+

Theo hé qua cua dinh 1i vé gié trj trung binh cua tich
phén, ton tai C€ [t,'[ + A] sao cho

(s)s=<cfx ()

. d d
% (1) = Iern%sOl+Jp£|xi (c)| =a|xi (t)
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X (t)|+_§n:aij X, (t)|+ij0‘bij (t-s)|%;(s)ds D[x, (t)
i e S S -9 v

mln{ o}

I<i<n
Xét bat ding thirc vira chimg minh trén tai i=1i, va —Al—t) 52 a;
t =t,, két hop véi (2.9), ta co =lele Za'“ +Zj b (D) dz m n{ai}
n
D" a (t=s)u.(s)d 1, : q;
% (L) <au, ( E ot ( +,Z:;"[ ;) <||g|e ‘)(ZaIOJJrZI b, ;(2)e” dzJ { T
o 1<|<n '
F (t,60)+h : :
Rl Do p) %o ()
—a,, [g]e” G % Eﬁﬂ{ai}
Dol min {a.} “ " min{e; | Diéu nay mau thuin véi (2.9). Do d6
1<isn U i<isn U ’
n At x(tt,4) <u(t)=|gle " Voo
Yo e s *Z@ﬂwmna A= T )
i Lsi<n Lsisn Vi tinh don diéu cta chuin vecto nén ta c6
o) % stew M [v]
+Z.[ blol(tl S)||¢||e " [T]II’]{J I}ds ||X(t’t0’¢)||s||u(t)”S||¢||e ﬂ(t tc') mln{a}+Lmln{0{} !
<i<n i<isn & 1<i<n U
Vit e[t ,7).
+ bl0 (tl S)L ds 0
ZJ j {a. b
A (6 h M
° ° minte}” - minta}
o a. n a. ) <i< <i<
=|l¢lle At ta)zaioj WJrZaiGj LW Vay ta dugc
I iz U [x(t.to. )| <[u(t)| < K[ge "™ + 1, Vte[t, ).
+||¢||e (- ZI b,;(t, —s)e Al ml:{j ds Sau cting, ta can ching to rang nghiém X(t,t,,#) xéc dinh
1<i<n '

trén [t,,0) , tirc 1a cAn chimg minh y = o . Khi d6, (2.1) la
ds GEUB. Gia sir nguoc lai rang » < oo . Khi d6, vi (2.5) nén

+ZI b, (&~ In{ai}

isi<n nghiém X(t,t,¢) 1a bi chan trén [t;, ). Ngoai ra, diéu do cing
+[F (66| +h, ). v6i (2.1) suy ra X(-) 1a bi chan trén [t;, 7). Dodo, x(-) lalién
Mat khac, ta c6 tyc déu trén [t,, 7). Vay lim x(t) ton tai va x() c6 thé mo
t—>y~
[Z & j +ZJ U S)dS] { | rong t&1 ham lién tuc trén [tm }/] . Khi d6, c6 thé tim mot nghiém
i cua (2.1) qua (7/, X(;/)) vé bén phéi ciia 7 . Diéu ndy méau thuin
+[F, (4.6, +h, (). T STV N
voi gia thiet khong thé kéo dai ciia nghiém x(-). Vay y = .
= L(z:aI i +Zj b,;(z )dZ] n{ Truong hgp dic biét, khi F(t,6,) =6, va h(t) =, voi
isizn L% moi t>1,, taco
+|F, (.6, ) +h, (t): I 1 vl
Y=L—~1— —max{—sup(|Fi(t,0)|+hi(t))} =0.
minfe} 0 1 min e}

(Z%ﬁZI b,; (2 )dz] { }+|F t,6)
1<|<n i Khi d6, hé phuong trinh vi phan (2.1) 1a GES. Dinh 1i
duoc chung minh.

(2.7),(2.8) aio aio i
< LD +(|F, (t.6,)+h, ®) i) Nhin xét 2.5. Trong trwong hop céc bét ding thirc (2.4)
I<i<n I<i<n va (2.5)xayradau“="’, F(t,6,) =h(t) =6, véimoi t > t,,
<L(-p) % p—% o, khi do, (2.1) tr¢ thanh h¢ phuong trinh vi tich phan Volterra
- min {c, } min {c, } tuyén tinh thuan nhét. Khi do, Pinh Ii 2.3 dic biét hoa tro
bods. e vé Pinh 1i 4.3 trong [1].

Tiép theo, xét hé phwong trinh vi tich phan Volterra
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tuyén tinh phu thudc thoi gian, dang tich chép

x(t) = F(t)x(t)+J;G(t,s)x(s)ds+h(t), t>t, >0, (2.10)

trong d6, F:R—>R™ wva G:RxR—>R™,

h:R, ->R" lacac ham lién tuc cho trudc. Ta co hé qua
sau day \{é tinh GEUB cua (2.10), tinh chit nay duoc suy
ra tryc ti€p tir Pinh 11 2.3.

H¢ qua 2.6. Gid sir h(-) la ham bi chén Va ton tai ma
trén A= (aij JeR™, B()el“(RI")vi & >0, sao cho

Fo(t)<a |[F(t)|<a, i=j ijenvteR,; (2.11)

|G(t,s)|<B(t-s), Vt,seR,,t>s. (2.12)
+00

Khi d6, néu u| A+ _[ B(s)ds |< O thi hé phuong trinh
0

vi tich phén Volterra (2.10) 1&a GEUB. Truong hop ddc biét,
khi h(t)=0,, véi moiteR,
phéan Volterra (2.10) la GES.

Nhin xét 2.7. Khi céc bat ddng thic (2.11) va (2.12)
xay ra dau “="" va h(t) = 6, véi moi t > t,, khi d6, H¢ qua
2.6 dic biét hoa tré vé Pinh 1i 4.3 trong [1].

Vi du 2.8. Xét phuong trinh vi tich phan Volterra phi
tuyén phu thudc thoi gian xac dinh trong R nhu sau:

thi hé phwong trinh vi tich

ty —t-s

))+-([tf+1

trong d6 t >t, >0va a la tham s thuc khdng am.
Phuong trinh (2.13) cd dang (2.1) véi

f(t,x):=

te™*
G(t,s) =
ts) t+1

X(t) =

x(s)ds +bsin (5t), (2.13)

; h(t) :=bsin(5t),

voi t>1t, >0,x € R. Tathay (H) dugc thoa min vi f (t, x)
lién tuc trén R, xR va thoa man diéu kién Lipschitz theo
bién x. Ngoai ra, ta co

of a .
—(t,X) =-83———=sin(x)<-3+a, Vte R, ,x e R;
ax( ) e (x) .

G(t,s) <B(t—s)=e'°,Vt,seR,; Voi

taco

7 €[0,1),

[IB®e"dt= [e'e’dt= [0 Pdt=(1-y)" <+o0;
0 0 0

Ih(t) [<b; F(t, 0)_—t<a vt,seR,.
+

Ap dung Pinh Ii 2.4, nfu —3+a+ Ie"dt<0 hay
0
0 <a<2 thi phwong trinh (2.13) 12 GEUB.

Ngoai ra, khia=b =0 thi phuong trinh (2.13) lIa GES.

Chu y rang cac két qua trong [1] 1a hoan toan khéng ap
dung dugc cho phuong trinh vi tich phan Volterra (2.13).

3. Két luan

Nhom téc gia da phat trién ki thuat tiép can dua trén cac
tinh chit ctia ma trin Metzler, tir d6 nghién ctu va dua ra
mot s6 diéu kién twong minh cho tinh bi chin cua nghiém
dbi véi hé phuong trinh vi tich phan Volterra tuyen tinh va
phi tuyén phu thudc thoi gian. Hudng phat trién ciia Van dé
nghién ctru trong bai bao nay 1a phat trién ki thuat tiép can
dé nghién ctru didu kién bi chin ciia nghiém di véi mot sb
16p hé phuong trinh vi tich phan Volterra phuc tap hon,
chz:mg han nhu cac hé phuong trinh véi chdm vo han, hé
phuong trinh ¢6 yéu t6 ngiu nhién. Xa hon Ia nghién ctru
ap dung céc két qua dat duoc vé tinh bi chan cua nghiém
dbi voi he phuong trinh vi tich phan Volterra vao mot s6
mé hinh thuc té.

Ghi chu. Nghién ctru duoc tai tro boi Truong Dai hoc
Cong nghé Thong tin, Dai hoc Qudc gia HO ‘Chi Minhtrong

khudn kho dé tai nghién ctru khoa hoc cip co so ma sd
D1-2019-06.
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