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Tóm tắt - Đồ thị là công cụ toán học hữu ích ứng dụng trong nhiều 
lĩnh vực như giao thông, truyền thông, công nghệ thông tin, kinh tế, 
…. Cho đến nay, trong đồ thị mới chỉ xét đến trọng số của các 
cạnh, các đỉnh một cách độc lập, trong đó độ dài đường đi chỉ đơn 
thuần là tổng trọng số các cạnh và các đỉnh trên đường đi đó. Tuy 
nhiên, trong nhiều bài toán thực tế, trọng số tại một đỉnh không 
giống nhau với mọi đường đi qua đỉnh đó, mà còn phụ thuộc vào 
cạnh đi đến và cạnh đi khỏi đỉnh đó. Trong bài báo, mô hình đồ thị
mở rộng được định nghĩa. Bài toán tìm đường đi ngắn nhất là bài 
toán quan trọng nhất trong lý thuyết đồ thị và có nhiều ý nghĩa khoa 
học và ứng dụng. Thuật toán Bellman-Ford là thuật toán chính tìm 
đường đi ngắn nhất từ một đỉnh đến các đỉnh khác, trong đó trọng 
số cạnh có thể âm. Trên cơ sở thuật toán Bellman-Ford tìm đường 
đi ngắn nhất trên đồ thị truyền thống, tác giả xây dựng và chứng 
minh thuật toán Bellman-Ford cải biên tìm đường đi ngắn nhất từ
một đỉnh đến các đỉnh khác trên mạng đồ thị mở rộng. 

 Abstract - Graph is a powerful mathematical tool applied in many 
fields such as transportation, communication, informatics, 
economy, … So far, in ordinary graph the weights of edges and 
vertexes are considered independently and the length of a path is 
simply the sum of weights of the edges and the vertexes on this 
path. However, in many practical problems, weights at a vertex 
are not the same for all paths passing this vertex, but depend on 
coming and leaving edges. Therefore, a more general type of 
graphs, called extended graph, is defined in this work. The 
shortest path problem is one of the most important problems 
having great scientific and practical meaning. On the basis of the 
Bellman-Ford algorithm which finds shortest paths from a vertex 
to other verteces, this paper develops a revised Bellman-Ford 
algorithm finding the shortest path from a vertex to other verteces 
on extended networks. 

Từ khóa - đồ thị; đồ thị mở rộng; đường đi ngắn nhất; thuật toán 
Dijkstra; thuật toán Bellman-Ford. 

 Key words - graph; extended graph; shortest path; Dijkstra 
algorithm; Bellman-Ford algorithm. 

 
1. Đặt vấn đề 

Đồ thị là công cụ toán học hữu ích ứng dụng trong 
nhiều lĩnh vực như giao thông, truyền thông, công nghệ 
thông tin, kinh tế, …. Cho đến nay trong đồ thị mới chỉ xét 
đến trọng số của các cạnh, các đỉnh một cách độc lập, trong 
đó độ dài đường đi chỉ đơn thuần là tổng trọng số các cạnh 
và các đỉnh trên đường đi đó. Tuy nhiên, trong nhiều bài 
toán thực tế, trọng số tại một đỉnh không giống nhau với 
mọi đường đi qua đỉnh đó, mà còn phụ thuộc vào cạnh đi 
đến và cạnh đi khỏi đỉnh đó. Ví dụ, thời gian đi qua ngã tư 
trên mạng giao thông phụ thuộc vào hướng di chuyển của 
phương tiện giao thông: rẽ phải, đi thẳng hay rẽ trái. 

Vì vậy, cần xây dựng một mô hình đồ thị tổng quát để 
có thể áp dụng mô hình hóa các bài toán thực tế chính xác 
và hiệu quả hơn. Thuật toán tìm đường đi ngắn nhất là 
thuật toán cơ sở quan trọng, được sử dụng trong nhiều bài 
toán tối ưu trên đồ thị và mạng. Thuật toán Dijkstra nổi 
tiếng tìm đường đi ngắn nhất giữa hai đỉnh đã được cải 
biên thành thuật toán tìm đường đi ngắn nhất trong đồ thị 
mở rộng [1], [2]. Tuy nhiên, thuật toán này có một hạn 
chế là trọng số các cạnh phải dương. Thuật toán Bellman-
Ford là thuật toán tìm đường đi ngắn nhất từ một đỉnh đến 
các đỉnh khác, trong đó trọng số cạnh có thể âm, được 
nghiên cứu và phát triển trong các công trình [3]-[9]. Trên 
cơ sở thuật toán Bellman-Ford tìm đường đi ngắn nhất 
trên đồ thị truyền thống, tác giả xây dựng và chứng minh 
thuật toán Bellman-Ford cải biên tìm đường đi ngắn nhất 
từ một đỉnh đến các đỉnh khác trên đồ thị mở rộng. Thuật 
toán Bellman-Ford là thuật toán cơ sở cho nhiều ứng dụng 
của mạng hỗn hợp mở rộng. Đặc biệt, với bài toán tìm 
luồng cực đại chi phí cực tiểu có nhiều ứng dụng thực tế, 

trong mạng thặng dư sẽ xuất hiện trọng số âm. Khi đó, ta 
phải tìm chu trình âm để hiệu chỉnh luồng giảm chi phí. 

2. Đồ thị hỗn hợp mở rộng 

Cho đồ thị hỗn hợp G=(V, E) với tập đỉnh V và tập 
cạnh E, trong đó các cạnh có thể có hướng hoặc vô 
hướng. Mỗi cạnh eE được gán trọng số wE(e). Ký hiệu 
Ei0 là tập hợp các cạnh vô hướng của G và E1 là tập hợp 
các cạnh có hướng của G, m0 = |E0|, m1 = |E1|. Với mỗi 
đỉnh vV, ký hiệu Nv là tập các cạnh vô hướng liên thuộc 
đỉnh v, Iv là tập các cạnh có hướng đi vào đỉnh v và Ov là 
tập các cạnh có hướng đi ra từ đỉnh v. Mỗi đỉnh vV và 
mỗi cặp cạnh (e,e’)(NvIv)(NvOv), ee’ được gán 
trọng số wV(v,e,e’). 

Bộ (V, E, wE, wV) gọi là đồ thị mở rộng. 

Cho p là đường đi từ đỉnh u đến đỉnh v qua các cạnh 
ei, i = 1, …, h+1, và các đỉnh ui, i = 1, …, h, như sau: 

p = [u, e1, u1, e2, u2, …, eh, uh, eh+1, v] 

Định nghĩa độ dài đường đi p, ký hiệu l(p), theo công 
thức sau: 
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 Bài toán tìm đường đi ngắn nhất 

Cho đồ thị mở rộng G = (V, E, wE, wV) và đỉnh sV. 
Tìm đường đi ngắn nhất từ s đến tất cả các đỉnh khác. 

3. Thuật toán Bellman-Ford cải biên 

 Đầu vào 

Đồ thị mở rộng G = (V, E, wE, wV) và đỉnh sV. 
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 Đầu ra  

l(v) là chiều dài đường đi ngắn nhất từ s đến v, và 
đường đi ngắn nhất (nếu l(v)<+), vV, hoặ̣c kết luận 
đồ thị có chu trình âm qua đỉnh khả nối với s. 

 Phương pháp 

Thuật toán sử dụng các ký hiệu sau: 

- l(v) là độ dài đường đi ngắn nhất từ s đến v; 

- le(v) là cạnh dẫn đến đỉnh v trên đường đi ngắn nhất 
từ s đến v; 

- VE0 = {(v,e)| vV & eNv} 

- VE1 = {(v,e)| vV & eIv } 

- VE = VE0  VE1 {(s,)} là tập các cặp đỉnh và 
cạnh liên thuộc; 

- L(v,e) là nhãn cặp đỉnh-cạnh (v,e)VE; 

- P(v,e) là cặp đỉnh-cạnh trước (v,e)VE trên đường 
đi ngắn nhất từ s đến v, với e là cạnh cuối dẫn đến v; 

- uv là ký hiệu tắt cạnh (u,v). 

(1) Khởi tạo: 

Gán L(v,e) = +, (v,e)VE, L(s,) = 0. 

Gán P(v,e) = , (v,e)VE. 

(2) For i = 1 to (2m0+m1) do 

For (u,v)NvIv do 
  For (u,e), eNuIu 

   if L(v,uv) > L(u,e) + wV(e,u,uv) + wE(u,v) then 
{L(v,uv)=L(u,e)+wV(u,e,uv)+wE(u,v); 
P(v,uv)=(u,e);} 

(3) Nếu tồn tại (u,v) NvIv và eNuIu thỏa L(v,uv) > 
L(u,e) + wV(u,e,uv) + wE(u,v), thì kết luận đồ thị có 
chu trình âm khả nối với s. 
Ngược lại, l(v)=min{L(v,e)| e NvIv} là độ dài 
đường đi (có hướng) ngắn nhất từ s đến v, và danh 
sách P(v,e), cặp đỉnh-cạnh kề trước (v,e) trên đường 
đi ngắn nhất từ s đến v, vV. 

Chứng minh 

Ta xây dựng đồ thị G’=(V’,E’,w’) như sau: 

- Tập đỉnh V’ = VE 

- Tập cạnh E’ = {[(v1,e1), (v2,e2)] | wV(e1,v1,e2)+wE(v1,v2) < +} 

- Trọng số w’([(v1,e1), (v2,e2)]) = wV(e1,v1,e2)+wE(v1,v2), 
[(v1,e1), (v2,e2)]E’ 

Ta có |V’| = 1+|VE0|+|VE1| = 1+   , | v
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 = 1+2m0+m1. Áp dụng thuật toán 

Bellman-Ford cho đồ thị G’ tìm đường đi ngắn nhất từ 
đỉnh (s,) đến các đỉnh khác, ta nhận được kết quả L(v,e) 
là độ dài đường đi ngắn nhất từ (s,) đến (v,e), (v,e)V’ 
hoặc tồn tại chu trình âm khả nối với (s,). Từ đó suy ra 
tính đúng đắn của thuật toán Bellman-Ford cải biên. 

 Độ phức tạp thuật toán 

Độ phức tạp thuật toán Bellman-Ford áp dụng cho đồ 
thị truyền thống là O(n.m), trong đó n là số đỉnh và m là 
số cạnh của đồ thị [8], [9]. 

Độ phức tạp thuật toán Bellman-Ford cải biên áp dụng 
cho đồ thị mở rộng G = (V, E, wE, wV) bằng độ phức tạp 
thuật toán Bellman-Ford áp dụng cho đồ thị 
G’=(V’,E’,w’). Như đã chỉ ra trong thuật toán, số đỉnh của 
đồ thị G’ là 1+2m0+m1, trong đó m0 là số cạnh vô hướng 
và m1 là số cạnh có hướng của đồ thị G. Vì vậy, độ phức 
tạp thuật toán Bellman-Ford cải biên áp dụng cho đồ thị 
mở rộng G = (V, E, wE, wV) là: 

O((2m0+m1).|E’|) 

 Phương pháp tìm đường đi ngắn nhất 

Cho vV có l(v)<+. Từ v truy vết ngược theo đỉnh-
cạnh trước ta nhận được đường đi ngắn nhất từ s đến v 
như sau:  

Đặt: (v1,e1) = P(v,le(v)), (v2,e2) = P(v1,e1), …,  

... (vk,ek) = P(vk1,ek1), (s,) = P(vk,ek) 

Suy ra đường đi ngắn nhất là: 
s  vk  vk-1  …  v1  v 

 Ghi chú: Ở bước 2, nếu ở vòng lặp nào đó mà kết quả 
không thay đổi so với vòng lặp trước, thì có thể kết thúc 
bước này mà không cần thực hiện các vòng lặp tiếp theo. 

4. Ví dụ 

4.1. Trường hợp không có chu trình âm 

Cho đồ thị mở rộng ở Hình 1a  

 

Hình 1a 

Bảng 1a 

Cạnh wE 

(1,2) 1 
(2,3) 3 
(3,4) -1 
(4,2) 2 
(2,5) 2 

Bảng 2a 

Đỉnh Cạnh 1 Cạnh 2 wV 

2 (1,2) (2,3) 1 
2 (1,2) (2,5) 9 
2 (4,2) (2,1) 1 
2 (4,2) (2,3) -5 
2 (4,2) (2,5) 1 
2 (5,2) (2,1) 1 
2 (5,2) (2,3) 1 
3 (2,3) (3,4) 1 
4 (3,4) (4,2) 1 

 

Đồ thị có 5 đỉnh, 2 cạnh có hướng và 3 cạnh vô hướng, 
m0=3, m1=2. Trọng số cạnh wE cho ở Bảng 1a và trọng số 
đỉnh wV cho ở Bảng 2a. Áp dụng thuật toán Bellman-Ford 
cải biên trên, tìm đường đi ngắn nhất từ đỉnh 1 đến các đỉnh 
còn lại. Ta có 2m0+m1 = 8, nhưng vì kết quả bước lặp thứ 3 
trùng với kết quả bước lặp thứ 2, nên thuật toán kết thúc 
qua 3 bước lặp và kết quả cho ở Bảng 3a:  

Bảng 3a 

VE L0 P0 L1 P1 L2 P2 L3 P3 l 

1, 0  0  0  0   

1,(2,1)     10 2,(4,2) 10 2,(4,2)  

2,(1,2)   1 1, 1 1, 1 1, 1 

5 

1 2 3 

4 
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2,(4,2)   8 4,(3,4) 8 4,(3,4) 8 4,(3,4)  

2,(5,2)          

3,(2,3)   5 2,(1,2) 5 2,(1,2) 5 2,(1,2) 5 

3,(4,3)          

4,(3,4)   5 3,(2,3) 5 3,(2,3) 5 3,(2,3) 5 

5,(2,5)   11 2,(4,2) 11 2,(4,2) 11 2,(4,2) 11 

Cột VE là các cặp đỉnh cạnh, L0 và P0 là giá trị khởi 
tạo của L và P, Li và Pi là giá trị của L và P ở bước lặp thứ 
i, i =1, 2, 3. Các cạnh được xét theo thứ tự: (1,2), (2,3), 
(3,4), (4,2), (2,5). 

Vì không tồn tại (u,v) NvIv và eNuIu thỏa 
L(v,uv) > L(u,e) + wV(u,e,uv) + wE(u,v), nên ta có thể suy 
ra khoảng cách ngắn nhất từ đỉnh 1 đến các đỉnh như sau: 

l(2) = 1, le(2) = (1,2), l(3) = 5, le(3) = (2,3),  

l(4) = 5, le(4) = (3,4), l(5) = 11, le(5) = (2,5) 

Đường đi ngắn nhất từ đỉnh 1 đến đỉnh 5 được xác 
định như sau: 

(2,(4,2)) = P(5,(2,5)), (4,(3,4)) = P(2,(4,2)), 

(3,(2,3)) = P(4,(3,4), (2,(1,2)) = P(3,(2,3), 

(1,) = P(2,(1,2)) 

Suy ra đường đi ngắn nhất từ đỉnh 1 đến đỉnh 5 là: 
123425, với độ dài là 11. 

4.2. Trường hợp có chu trình âm 
 Cho đồ thị mở rộng ở Hình 1b. 

Đồ thị có 5 đỉnh, 2 cạnh có hướng và 3 cạnh vô hướng, 
m0=3, m1=2. Trọng số cạnh wE cho ở Bảng 1b và trọng số 
đỉnh wV cho ở Bảng 2b. Áp dụng thuật toán Bellman-Ford 
cải biên trên tìm đường đi ngắn nhất từ đỉnh 1 đến các đỉnh 
còn lại. Ta có 2m0+m1 = 8, nên thuật toán kết thúc qua 

8 bước lặp và kết quả cho ở Bảng 3b: Cột VE là các cặp 
đỉnh cạnh, L0 và P0 là giá trị khởi tạo của L và P, Li và Pi là 
giá trị của L và P ở bước lặp thứ i, i =1, …, 8. 

 

Hình 1b 

Bảng 1b 

Cạnh wE 

(1,2) 1 

(2,3) 3 

(3,4) -3 

(4,2) 2 

(2,5) 2 
 

Bảng 2b 

Đỉnh Cạnh 1 Cạnh 2 wV 

2 (1,2) (2,3) 1 
2 (1,2) (2,5) 9 
2 (4,2) (2,1) 1 
2 (4,2) (2,3) -5 
2 (4,2) (2,5) 1 
2 (5,2) (2,1) 1 
2 (5,2) (2,3) 1 
3 (2,3) (3,4) 1 
4 (3,4) (4,2) 1 

Các cạnh được xét theo thứ tự: (1,2), (2,3), (3,4), (4,2), (2,5). 

Xét cạnh (2,3). Ta có: 
L(3,(2,3)) = -2 > L(2,(4,2)) + wV(2,(4,2),(2,3)) + 

wE(2,3) = -1 + -5 + 3 = -3 

Suy ra đồ thị có chu trình âm: 2342 với độ dài là -1.

Bảng 3b 

VE L0 P0 L1 P1 L2 P2 L3 P3 L4 P4 L5 P5 L6 P6 L7 P7 L8 P8 

1, 0  0  0  0  0  0  0  0  0  

1,(2,1)     8 2,(4,2) 7 2,(4,2) 6 2,(4,2) 5 2,(4,2) 4 2,(4,2) 3 2,(4,2) 2 2,(4,2) 

2,(1,2)   1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 

2,(4,2)   6 4,(3,4) 5 4,(3,4) 4 4,(3,4) 3 4,(3,4) 2 4,(3,4) 1 4,(3,4) 0 4,(3,4) -1 4,(3,4) 

2,(5,2)                   

3,(2,3)   5 2,(1,2) 4 2,(4,2) 3 2,(4,2) 2 2,(4,2) 1 2,(4,2) 0 2,(4,2) -1 2,(4,2) -2 2,(4,2) 

3,(4,3)                   

4,(3,4)   3 3,(2,3) 2 3,(2,3) 1 3,(2,3) 0 3,(2,3) -1 3,(2,3) -2 3,(2,3) -3 3,(2,3) -4 3,(2,3) 

5,(2,5)   9 2,(4,2) 8 2,(4,2) 7 2,(4,2) 6 2,(4,2) 5 2,(4,2) 4 2,(4,2) 3 2,(4,2) 2 2,(4,2) 

  
5. Kết luận 

Bài viết xây dựng mô hình đồ thị hỗn hợp mở rộng để 
có thể áp dụng mô hình hóa các bài toán thực tế chính xác 
và hiệu quả hơn mô hình đồ thị truyền thống. Sau đó, trên 
cơ sở thuật toán Bellman-Ford tìm đường đi ngắn nhất 
trên đồ thị truyền thống, tác giả xây dựng và chứng minh 
thuật toán Bellman-Ford cải biên tìm đường đi ngắn nhất 
từ một đỉnh đến các đỉnh khác trên mạng đồ thị mở rộng. 
Hai ví dụ cụ thể được trình bày để minh họa thuật toán. 
Thuật toán Bellman-Ford là thuật toán cơ sở cho nhiều 
ứng dụng của mạng hỗn hợp mở rộng. Đặc biệt, với bài 
toán tìm luồng cực đại chi phí cực tiểu có nhiều ứng dụng 

thực tế, trong mạng thặng dư sẽ xuất hiện trọng số âm. 
Khi đó, ta phải tìm chu trình âm để hiệu chỉnh luồng giảm 
chi phí. Vấn đề này sẽ được nghiên cứu trong các công 
trình tiếp theo.  
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