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VE CHU TRINH HAMILTON TRONG PO THI TACH CUC
ON HAMILTON CYCLES IN SPLIT GRAPHS
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Truong Dai hoc Tai nguyén va Moéi truong Ha N¢i; Email: Ixhung@hunre.edu.vn

Tém tat - Do thj G =(V,E) dwoc goi la dd thi tach cuc néu ton
tai phan hoach V = | WK sao cho db thi con clia G cdm sinh
trén | 1a @4 thj rdng va dd thj con clia G cam sinh trén K 1a db thi
day di. Chuang ta ky hidu dd thj tach cuc do 1a S(I UK, E) . Khai

niém db thj tach cuwc dwoc dinh nghiia vao nam 1977 bdi S. Foldes
va P.L. Hammer. Cac db thi nay da va dang dwoc nghlen ctvu nhidu
b&i vi chung c6 lién quan nhiéu dén cac van dé v& td hop. Mat
khac, mét trong nhitng van dé co ban cda ly thuyét dd thi la bai
toan Hamilton. Trong bai b4o nay ching ta sé& nghién ctru sy tén
tai chu trinh Hamilton trong Iép dd thi tach cuc véi

3 e
6(G) > g(| I |-1) va cheng minh dwoc ring db thj tach cuc G

cd chu trinh Hamilton khi va chi khi khi véi moi Ve K, dd thi
G —V c¢6 dwdng Hamilton.

Tir khéa - d6 thj tach cuwc; chu trinh Hamilton; dwdng Hamilton; @b
thi tach cwc phi Hamilton téi dai; bac cuec tiéu.

1. Pit van dé

Tt ca céc do thi duge noi t6i trong bai bao ny 1a nhing
don d6 thi hitu han, v6 huéng, khong cé khuyén va khong
c6 canh bdi. Néu G 1a mét do thi, thi V(G) (hoac V) duoc
goi la tdp dinh va E(G) (hoac E) dugc goi 1a tdp canh. Tap
hop tit ca cac dinh 1a hang x6m cua tip con S <V (G)
dugc ky hiéu 1a N(S) (hoic N(S)). Véi mdi dinh
veV(G), ta goi |[Ng(v)| 1a bac cua dinh v, ky hi¢u la
deg(v). Véi do thi G=(V,E), sé min{deg(v)|veV}
duoc goi 1a bdc cure tiéu cia G, ky hiéu 1a §(G) . DS thi
con cuia G cam sinh trén tdp U <V (G) duoc ky hiéu la
G[U]. Ngoai ra, mot s6 khai niém va ky hiéu khac duogc
dinh nghia trong [1].

Dd thi G =(V,E) duoc goi 1a do thi tich cuc néu ton
tai mot phan hoach V =1 UK sao cho db thi con G[1] la
do thi rong va dd thi con G[K] 1a do thi day du. Chung ta
ky hiéu db thi d6 thi tach cuc 1a S(1 UK, E). Khai niém
dd thj tach cuc duge dinh nghia dau tién vao nam 1977 boi
Foldes va Hammer [4]. Cac d thi nay di va dang dugc
nghién ciru nhiéu béi vi ching c6 lién quan nhidu dén cac
van dé vé t6 hop (xem [3], [5], [8]).

Nam 1980, Burkard va Hammer da giug ra mot diéu
kién can nhung khong 1a diéu kién du dé do thi tach cuc
G=S(lUK,E) vdi | I |< K| c6 chu trinh Hamilton [2].
Cac tac gia nay ciing dat ra mot cau hoi, can bd sung nhimg
didu kién gi dé diéu kién can trén ciing la diéu kién du. D
c6 mot sd tac gia giai quyet dugc mot phan cau hoi trén, do

1a Peemoller [7], Ngd Péc Tan va Lé Xuéan Hung [9], [10].
Lién quan dén gia thuyét ciia V.Chvatal ring moi do thi c6
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dé bén bang 2 déu c6 chu trinh Hamilton, cac tac gia
Kratsch, Lehel va Muller [6] d& nghién ctru méi quan hé
gitra do bén vdi sy ton tai chu trinh Hamilton trong dd thi
tach cuec.

Trong bai bio nay chung t6i tiép tuc nghién ctru sy ton
tai chu trinh Hamilton cho d6 thi taich cuc G =S(l UK, E)

v6i 6(G) > gq I |-1) va da chimg minh dugc rang do thi

tach cuc Gceo chu trinh Hamilton khi va chi khi v&i moi
ve K, dothi G—v c6 duong Hamilton.
2. N§i dung nghién ciru
2.1. Mot s6 két qud lién quan

Gia st C 1a mot chu trinh trong d6 thi G =(V,E). Ta
s& ky hiéu chu trinh C v&i mot chidu xac dinh 1a C vachu
trinh C v&i chidu nguoc lai 1a C . Néu u,veV(C), thi ta
ky hiéu cac dinh lién tiép ciia C tir u t6i v theo chidu da xac
dinh trén C 1a uCv va ky hiéu cac dinh lién tiép cua C tir
u t6i v theo chiéu nguoc lai xac dinh trén C lauCv. Tasé
coi uCv va uCv nhu Ia cac duong va ciing nhu 1a cac thp
dinh. Néu u eV/(C), thi ta ky hi¢u u* va u~ lan lugt la
cac dinh dimg ngay sau va ngay trude dinh u trén C . Céc
khai niém tuong ty nhu dd mo ta & trén Vcho cac chu trinh
cling s& dugc sir dung cho cac duong. Néu U <V (G), thi

ta ky hiéu tap U AN (u) 1a N, (u).

Gia st G =S(1 UK, E) 1a dd thi tach cuc va G™ 1a 46
thi 2 phan thu dugc tir d6 thi G bang cach xoa di tit ca cac
canh ¢6 cé hai dinh diu mat déu thude K. Trong dd thi G,
cac dinh thugc tap | ta t6 mau tréng, cac dinh thudc tap K
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ta to mau den. Céc dudng cuia dd thi G* ¢6 ca hai dinh dau
mut déu thudc K ta goi 1a B-duong.

B6 dé 1 ([6]). Gia st G = S(1 UK, E) 1a dd thi tach cyc
voi | | |« K. Khidb G c6 chu trinh Hamilton khi va chi khi
tap dinh cia G* ¢6 thé phan hoach thanh cac B-dudng.

B6 dé 2 ([6]). Gia st G=S(1 UK,E) 1a d thi tich
cuc. Néu v6i moi tap con | < | ta déu co |N(I ')| > §|I| ,
thi tap dinh ciia G” c6 thé phan hoach thanh céc B-duong.

B6 dé 3. Gia sit G =S(1 UK, E) 1a dd thi tach cuc voi
|[1]=m,|K|]=n vavéimoi ve K, ddthi G—v c6 duong
Hamilton. Khi

1| <min{m,n—1} taludnco |[N(1)[>|I'].

d6 v6i moi @=1 <l théa min

Chitng minh. Gia st ton tai tap con @ =1 < | thoa
man [I'|<min{mn-1} nhung [N(I')|<|I]. Gid sit
Vs,
Hamilton cia G —Vv;. Khidd P—{v,,v,,...,v,} ¢6 théduoc

phu boi k=|N(1)| duong roi nhau. Do d6 G- N(I)

vV, 1a cac dinh cia N(I') va gia sit P 1a duong

cling ¢6 thé duge phu boi k :|N(I')| duong roi nhau.
Nhung ta biét ring s it nhit cac duong roi nhau cia
G-N(I') phi duge V(G-N(I")) lén hon k=|N(I")[.
Tir d6 dan t6i diéu mau thudn. m

B6 dé 4 ([9]). Gia st G=S(I UK,E) la d0 thi tach
cuc phi-Hamilton t6i dai. Khi d6 v6i mdi ve K, hoic
IN, (V)| <[1]-8(G) hodc N, (v)=1.

Pinh 1y 5 ([9]). Gia st G =S(l UK,E) 1a do thi tach
cucvéi [ |=m,|K|=n va §(G) =m—-2.Khid6 G cé chu
trinh Hamilton khi va chi khi m<n va [N(1)|>|I'] vei
moi @ # 1 | thoamin |I| <min{m,n—1}, ngoai trir cic
do thi dudi day ma dbi voi chiing diéu kién di khong dung:

(i) m=3<n va Glado thi G¥;

(i) m=4<n vd G la do thi con bao trim ciia dé thi
D! hodc do thi G ;

(iii) m=4<n va G-u lado thi Gvéiméi uel ;

(iv) m=5<n va Glado thi F° hodc la do thi con bao
trum ctia do thi G;;

(v) 6<m<n va G la do thi con bao trim ciia do thi G .

Cacdothi G™, D! va F° dugc dinh nghia trong Bang 1.

Tu DPinh 1y 5 ta suy ra hé qua sau day.

Hé qua 6. Gia sit G=S(1 UK,E) 14 dd thi tach cyc
voi O(G) 2| | | -2 . Khi d6 G c6 chu trinh Hamilton khi va
chi khi véimoi ve K, dd thi G—v ¢ duong Hamilton.

Chirng minh. Néu G c¢6 chu trinh Hamilton va gia sir v
1a mot dinh thude K, thi viCv™ 1a duong Hamilton cua dd

thi G-v.

Béy gio gia strrang G = S(1 UK, E) 1a db thi tach cyc
véi S(G)>1|-2 va véi moi veK, dd thi G-v ¢b
duong Hamilton. Tir B d¢ 3 ta ¢6 [N(1')|>|I'] véi moi
@#1 < theaman [I'|<min{|1],|K|-1}. Do d6 theo

DPinh 1y 5, hodc G co6 chu trinh Hamilton hodc G 1a mot
trong cac do thi ngoai 1€ liét k& trong dinh ly. Nhung dé
dang thay ring cac dd thi ngoai 16 nay khong théa man didu
kién v6imoi ve K, dd thi G—v cb dudng Hamilton. Nhu
vay, chi xay ra truong hop G ¢6 chu trinh Hamilton. m

Bing 1. Cac d6 thi G, D va F’
Do thi Tép dinh Tép canh
G=(V,E) V=1uK E=E UE, UE
Gl F={u,...u,} | E ={uVv,u,v, uv,}
3<m<n K={v,.v,} | E={uy;li=1..,m;
j=4,..m+3
E, ={vyv,; [i=];
i,j=1..,n}
D; F={u,...u} | E={uv, uyv,uy|
4<n K ={V,.V, } i,j=1234}
E,={uv|i=1..4}
E, :{Vivj [i=#];
i,j=1..n}
F> I={u,..u;} | E={uv|i=1..5}
6<n K ={V, ¥, } E, ={uy, |i=1..5
j=6,7}
B, ={vyv, |i=];
i,j=1..n}

3. Két qua chinh

Trong myc nay ching ta s& phat biéu va ching minh
dinh ly dudi day.

Pinh ly 7. Gia st G =S(1 UK, E) 14 dd thi tach cuc

voi 6(G) 2 g(| I |-1) . Khi d6 G c6 chu trinh Hamilton khi

va chi khi véimoi v e K, d6 thi G—v c6 dudng Hamilton.
Chitng minh. Néu G c6 chu trinh Hamilton va gia st v

1a mot dinh thudc K, thi v Cv~ 1a dudng Hamilton cua dd
thi G—v.

Bay gid gia st G = S(1 UK, E) 1a dd thi phi Hamilton
t6i dai thoa man || |=m, |K |=n,8(G) > g(m—l) va véi
moi Ve K, dd thi G—v c6 duong Hamilton. Dt

K, ={ve KN, ) =i}, t:[2m+3]

(Trong d6 [a] 1a ky higu s0 nguyén 16n nhét nhé hon
hodc bang a). Theo Bo d¢ 4 de dang thay rang
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K =K, .1=0.

Néu ton tai dinh v e K,, va gia su P 1a duong Hamilton

t+l

ciia G-V .Khi dé vPv 1a chu trinh Hamilton ciia G, mau
thuan véi viéc G 1a do thi phi Hamilton. Do d6 K, =

Ta xét hai truong hop c6 thé xay ra.

Truong hop 1: K, =¢

Trong truong hop nay, K, =K, =..=K_ =¢. Vdi
moi p#1 1 tacod

e 2 deg(u) —(m |
N(l ) >UE|

2> 3
) m+_12
5

Theo B6 d& 1 va B6 dé 2, G ¢6 chu trinh Hamilton,
mau thuan.

Truong hop 2: K, #¢

Theo B6 d& 3, véi moi uel ta co
deg(u) =[N (u)| >[{u}| =1, do d6 deg(u)>2. Hon nita,
néu m<4 thi §(G)>2>m-2. Theo H¢ qua 6, G c6 chu
trinh Hamilton, mau thuan. Do vay m>5.

Gia s v, la mot dinh cia K . Vi |I|:m25 va
:t:[2m+3

5

IN, (v

}< m, ton tai dinh u, €| sao cho

u, khong ké vé6i v, . Vi G 1a d6 thi tach cuc phi Hamilton
t6i dai nén G+uyV, co chu trinh Hamilton D. Do d6
P=D-uy, la dudng Hamilton ctia G véi cac dinh dau
mit 12 u, va v,. Cha y rang u, € 1,v, e K va u, khong
kévéiv,. Giasit P=u,..v,.Néu v, eK vaueN,(v,),
thi P = u, Pu"v; Puv, 1a duong Hamilton cia G véi cac
dinh ddu mit 1a u, va v,. Nhung trong P, v.=uel.
Bing viée xét P thay cho P néu can thiét, khong mét tinh
tong quat ta c6 the gia surang v, trong P ladinh u, €l.

Gia st V;,V,, ...,V 1a cac dinh cia N (u,) xuit hién lan
lugt trén P theo thir tu cua cac chi s6 cla chung. Néu ton
tai dinh u;eN(y) sao cho vjeN(v,), thi
C' =u,Pv;v,Pv,u, 1a chu trinh Hamilton cia G, mau
thudn. Do vAy v; ¢ N(v,) véimoi j=12,.,Kk.Suyra
v; el v6imoi j=12,.., k.DE dang thiy rang u, =v; .
bat u,=v; el voi

N, (v,)=1\N,(v,).Khido

moi j=2,..., k va

=1 |—|N =m-t.

‘ N, (

2m+3

Nhung deg(ul)zg(m—l)zm— E

suy ra

deg(u)=m—t (vi deg(u,) la sb nguyén duong) va

u;=v; €N, (v,) véimoi j=1,2,., k=deg(u,). Tir do
suy ra rang

Khang dinh 3.1. deg(u,)=m—t Va U,U,,...U, , &

1 ¥ m-t

tdt ca cac dinh ciia V(G) khong ké voi v, .
bat:
P =u,Pu;, P,=u,Pu;, ...,P

m-t m-t Pvn

=u
Khi d6 cac khang dinh sau 1a dung.

Khang  dinh  3.2. |N mV(PI)|<l Vi  moi

i,j 6{1,2,..., - } .
Gia st nguoc lai ring ton tai i, j e {1,2,...,m—t} sao
cho |N ﬂV( )| >2.Giasl v, va v, 1 hai dinh khac

nhau cia N (uj )mV (PI ) , xuathién trén P theo thu tw coa

cac chi so cia chung. Trudc hét gia st rang j <i. Khi do

Vi #{U;,U,,...,u, ). Theo Khing dinh 3.1, v, € N(v,)
. Do @6
Cc =u; Puv PV A Py, u; l1a chu trinh Hamilton cua

1+1 1+1
Khi d6
, ..,um_t} va tiép tuc theo Khang dinh 3.1 ta c6

G, mau thuan. Bay gio ta glé sir rang > 1.
v e {u,u,
v\ €N(v,). Do do C =u,Pyv,Pv,u,Pyu; lachu trinh
Hamilton cta G, mau thuan.

Khéng dinh 3.3. Néu ve N(u;)nV (R) va j<i véi
ije{l,2,...m—t},thi vieN(v,).

Néu v=v,, thi ta dd ching t6 trong Khang dinh 3.1
ring v =V, =u; ¢ N(v,). Néuvzv, va v e N(v,),thi
C' =u,Puy,Pv'v,Pvu; 14 chu trinh Hamilton cta G, mau
thuan.

Khang dinh 3.4. Néu veN(u; )V (R) va j>i véi
ije{l,2,...m—t}, thi vi ¢ N(v,).

Giastr v© e N(v, ). Khido

C'=u,vPuy,Pv,v'Pu; la chu trinh Hamilton cita G,
mau thuan.

T Khing dinh 3.2 ta c6 deg( )< m-—t voi
j 6{1,2,...,
c6 deg(u;)=m-t. Do dé deg(u;)=m-t voi moi
je{L2,...,m~t}. Hon nita, theo Khing dinh 3.1, Khing
dinh 3.3 va Khang dinh 3.4 ta c6

N (Uy) = {Vy:Vy e Vi }

N(u;)={uz 5.

Véi j=2,3,...m—

—t} . Nhung trong d6 thi G, theo gia thiét ta

U, v v

IRAS AR EAS ’vm—t}

Gia sirrang u; =v,, v6imoi je{2,3,..,m-t}. Khi
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dovei I ={u,,u,,...u, } taco

N(I'):{vl,vz,...,vmft}.
Do d6 [N(1')|=m-t=[I'], mau thuin vsi B & 3.

Nhu vay, phai tdn tai je {2,3,...,m—t} sao cho Uy #V; .

3m-1) _12 . .
>—ZE vOl mo1

Vi m>5 nén deg(u;)= 5

je{L2,...,m—t}, tir d6 suy ra rang deg(uj)23 v&i moi

je{l2,..,m-t}.Néu u, , #v, ., thi

m-t-1"

' - D Dy +
C = um—tum—t—l Pulvm—t—lum—l—lvm—t PVan—l—l Pum—t

1a chu trinh Hamilton ctia G, mau thuan. Tiép theo, néu
u, =V, thi

C =uv,Pu,_uuv,  Pvu, Pu

1a chu trinh Hamilton ciia G, mau thun. Cudi cting, néu
u; £V, voi je{2,m-t},thi
Pv,u; Pv, ,uPu,

C =u;,v;Pu, ujuv,

14 chu trinh Hamilton cta G, mau thuan.

Nhu vay, ta da suy ra mau thuﬁr} trong tat ca cac truong
hop. Pinh 1y 7 dugc chiing minh day du. m

4. Két luan

Van d ton tai hay khong ton tai chu trinh Hamilton
trong do6 thi n6i chung va 16p do thi tach cuc noi riéng 1a
mot bai toan kho va ludn 1a vén dé thoi sy clia toan hoc.
Viéc tim diéu kién dé mot dd thi tach cuc c¢6 chu trinh
Hamilton dd duoc mot sb nha toan hoc quan tdm nghién
ctru va di dat duge mot sd két qua nhét dinh. Tuy vdy van

dé nay van chua giai quyét dugc triét dé va rat can dugc
tiép tuc nghién ctru. Chinh vi vay, bai béo tiép tuc dé cap
t6i van d& ton tai chu trinh Hamilton cho mot s6 16p db thi
tach cuc va da dat duge mot sb két qué mdi, trong do6 Kkét
qué chinh 1a Dinh 1y 7 (dinh 1y d3 chi ra mot didu kién can
va du cho moét lop dd thi tach cuc ¢o chu trinh Hamilton).
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