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Tóm tắt - Good và Macías [1] đã chứng minh rằng hợp của hai 

họ bảo tồn bao đóng trong một không gian topo cũng là một họ 

bảo tồn bao đóng, và nếu X  là một không gian topo có một họ 

bảo tồn bao đóng, thì tích đối xứng cấp n  của nó cũng có một họ 

bảo tồn bao đóng. Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu về họ 

bảo tồn bao đóng, họ bảo tồn bao đóng di truyền, họ bảo tồn bao 

đóng di truyền yếu và tích đối xứng cấp n  của một không gian 

topo. Nhờ đó, đã chứng được minh được các kết quả mới như sau: 

1) Hợp của hai họ bảo tồn bao đóng di truyền trong không gian 

topo cũng là họ bảo tồn bao đóng di truyền. 2) Hợp của hai họ 

bảo tồn bao đóng di truyền yếu trong không gian topo cũng là họ 

bảo tồn bảo đóng di truyền yếu. 3) Nếu không gian topo X  có 

một họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu, thì tích đối xứng cấp 2 

của nó cũng có một họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu. 

 Abstract - Good and Macísas [1] have space is a closure-

preserving family; and if a topological space has a closure-

preserving family, its n -fold symmetric product also has a 

closure-preserving one. In this paper, we study on closure-

preserving families, hereditary closure-preserving families, 

weakly hereditary closure-preserving ones and the n -fold 

symmetric product of a topological space. The following results 

are proved: 1) The union of two hereditary closure-preserving 

families in a topological space is a hereditary closure-preserving 

family. 2) The complication of two weakly hereditary closure-

preserving families in a topological space is a weakly hereditary 

closure-preserving family. 3) If a topological space has a weakly 

hereditary closure-preserving family, its 2-fold symmetric 

product also has a weakly hereditary closure-preserving one. 

Từ khóa - Tích đối xứng; siêu không gian; bảo tồn bao đóng; bảo 

tồn bao đóng di truyền; bảo tồn bao đóng di truyền yếu 

 Key words - Symmetric product; hyperspace; closure-

preserving; hereditary closure-preserving; weakly hereditary 

closure-preserving 

 

1. Giới thiệu  

Năm 1931, Borsulk và Ulam [2] đã giới thiệu khái niệm 

tích đối xứng cấp n  của không gian topo và đã đưa ra một 

số tính chất quan trọng của nó. Trong những năm gần đây, 

nhiều tác giả trên thế giới đã quan tâm nhiều đến bài toán về 

sự bảo toàn các tính chất topo trên không gian metric suy 

rộng lên tích đối xứng cấp n  của nó. Nhờ đó, các tác giả đã 

thu được nhiều kết quả thú vị (xem [1-3]). Sau đó, Good và 

Macías [1] đã chứng minh rằng, hợp của hai họ có tính chất 

CP cũng là họ có tính chất CP, và nếu không gian topo X  

có họ CP, thì tích đối xứng cấp n  của nó cũng có họ CP. 

Gần đây, Tuyển và Tuyên [3] đã đưa ra kết quả rằng, nếu X  

là không gian topo có cn-mạng (ck-mạng) có tính chất σ-(P), 

thì tích đối xứng cấp n  của nó cũng có  

cn-mạng (tương ứng, ck-mạng) có tính chất σ-(P). 

Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu các tính 

chất của họ bảo tồn bao đóng, họ bảo tồn bao đóng di 

truyền, họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu và đã chứng 

minh được rằng, hợp của hai họ bảo tồn bao đóng di truyền 

(họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu) là họ bảo tồn bao đóng 

di truyền (tương ứng, họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu) 

và nếu không gian X  có một họ bảo tồn bao đóng di truyền 

yếu, thì tích đối xứng cấp 2 của nó cũng có một họ bảo tồn 

bao đóng di truyền yếu. 

Tất cả các không gian topo trình bày trong bài báo này 

được quy ước là không gian Hausdorff, còn khái niệm và 

thuật ngữ khác nếu không nói gì thêm thì được hiểu thông 

thường. Ngoài ra, nhóm tác giả sử dụng thêm một số ký hiệu: 

         
1 The University of Danang - University of Science and Education (Luong Quoc Tuyen, Le Van Co, Ho Quoc Trung) 

1, 2, 3,.{ ,0, }..=  ℕ+ = {1,2,3, . . . }, 

| |A  là lực lượng của tập hợp A  và A  là bao đóng của 

A  trong ,X  còn nếu  là tập con của tích đối xứng 

( ),n X  thì nhóm tác giả ký hiệu ( )cl  là bao đóng của .  

2. Cơ sở lí thuyết và phương pháp nghiên cứu 

2.1. Cơ sở lí thuyết 

Giả sử X  là một không gian topo. Ta đặt 

(1) ( ) :{CL X A X A  đóng và khác rỗng};  

(2) 2 ( ) :{X A CL X A  compact};  

(3)  { :| | }( ) 2 ;n
XAX A n  

(4) ( ) { :2XX A A  hữu hạn};  

Chúng ta trang bị cấu trúc topo Vietoris trên không gian 

( )CL X  với cơ sở 

 1 1, , : , ...,s sU U U U=  là các tập mở của X, 

,s +
 

trong đó 

 
1

1

, , ( ) : , ,
s

s i i

i

U U A CL X A U A U i s

Như vậy, ( )n X  và ( )X  là các không gian con của 
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( )CL X  với topo cảm sinh từ topo Vietoris. Khi đó, 

(1) ( )n X  được gọi là tích đối xứng cấp n của .X  

(2) ( )X được gọi là siêu không gian gồm các tập con 

hữu hạn của .X   

Rõ ràng rằng 
1

( ) ( )n
n

X X
 
và  

1( ) ( )n nX X  
 
với mọi .n  

Giả sử 1 , , sU U  là các tập mở trong .X  Khi đó, ta ký hiệu 

1 1, , , , ( ).s ns n
U U U U X  

Như vậy, topo trên ( )n X  có cơ sở 

 11 : , ..., , ., , s n sU UU U s +=    

Nhận xét 2.1.1 ([1]). Giả sử X là một không gian topo 

và  
1
, , ( )

r n
x x X   sao cho 

 1 1{ }, , , , .r s nx x U U     

Khi đó, với mỗi ,j r  nếu ta đặt  

 1 2
{ , , , }: ,

jx s j
U U U U U x U=      

thì rõ ràng rằng 

1 1, , , , .
rx x n s nU U U U        

Định nghĩa 2.1.2 ([1]). Giả sử X  là một không 

gian topo,  là họ nào đó gồm các tập con của .X  

Khi đó, 

-  được gọi là bảo tồn bao đóng (viết tắt là CP) nếu 

với ,  ta có 

{ : } { : }.V V V V  =   

-  được gọi là bảo tồn bao đóng di truyền (viết tắt là 

HCP) nếu với ,  và với mỗi V   ta lấy tập con 

VA V . Khi đó, ta có  

{ : } { : }.V VA V A V  =   

-  được gọi là họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu (viết 

tắt là wHCP) nếu với  , và với mỗi V  , ta lấy 

Vx V . Khi đó,  

{ : } { : }.V Vx V x V  =   

Nhận xét 2.1.3. Mỗi họ HCP là họ CP và wHCP. 

Bổ đề 2.1.4 ([1]). Giả sử  là họ nào đó gồm các tập 

con của không gian topo X  và .n +  Khi đó, nếu  là 

họ CP của ,X  thì  

1 1{ , , : , , }ns sU U U U=     U  

cũng là một họ CP của ( ).n X  

Hệ quả 2.1.5. ([1]) Cho X  là một không gian topo,  

 và  là hai họ CP của .X  Khi đó,   cũng là một 

họ CP của .X  

2.2. Phương pháp nghiên cứu 

Nhóm tác giả sử dụng phương pháp nghiên cứu lý 

thuyết trong quá trình thực hiện bài báo. Nghiên cứu các 

bài báo của các tác giả đi trước, bằng cách tương tự hóa, 

khái quát hóa nhằm đưa ra những kết quả mới cho mình. 

3. Kết quả và đánh giá 

3.1. Kết quả 

Định lí 3.1.1. Cho  và  là hai họ HCP trong không 

gian topo .X  Khi đó,   cũng là một họ HCP của .X  

Chứng minh. Cho  và  là hai họ HCP của ,X  

.   Ta đặt  

, ,=  =   

khi đó .=   Bây giờ, với mỗi V   ta lấy 

.VA V  Ta cần chứng minh rằng  

{ : } { : }.V VA V A V  =     (1) 

Thật vậy, ta xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: Nếu =  hoặc ,=  thì   

hoặc .  Bởi vì  và  là các họ HCP nên ta suy ra 

khẳng định (1) là đúng. 

Trường hợp 2: Nếu   và ,  thì do ,

  và ,  là các họ HCP trong X  nên ta có: 

{ : } { : },V VA V A V  =   

{ : } { : }.V VA V A V  =   

Bởi thế, ta có 

( ) ( )
( ) ( )

{ : }

( { : }) ( { : })

{ : } { : }

{ : } { : }

{ : }

{ : }.

V

V V

V V

V V

V

V

A V

A V A V

A V A V

A V A V

A V

A V

 

=     

=     

=     

=   

=  

 

Do đó, khẳng định (1) là đúng. 

Như vậy,   là họ HCP của .X  

Định lí 3.1.2. Cho  và  là hai họ wHCP trong 

không gian topo .X  Khi đó,   cũng là một họ wHCP 

của .X  

Chứng minh. Cho  và  là hai họ wHCP của ,X  

.   Ta đặt  

, ,=  =   

khi đó .=   Bây giờ, với mỗi ,V   ta lấy 

.Vx V  Ta cần chứng minh rằng   

{ : } { : }.V Vx V x V  =    (2) 

Thật vậy, ta có các trường hợp sau: 

Trường hợp 1: Nếu =  hoặc ,=  thì 
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hoặc .  Bởi vì  và  là các họ wHCP trong X  

nên ta suy ra rằng khẳng định (2) là đúng. 

Trường hợp 2: Nếu   và ,  thì do ,

  và ,  là các họ wHCP trong X  nên ta có  

{ : } { : },V Vx V x V  =   

{ : } { : }.V Vx V x V  =   

Bởi thế, ta có 

( ) ( )
( ) ( )

{ : }

( { : }) ( { : })

{ : } { : }

{ : } { : }

{ : } { : }.

V

V V

V V

V V

V V

x V

x V x V

x V x V

x V x V

x V x V

 

=     

=     

=     

=    =  

 

Do đó, khẳng định (2) là đúng. 

Như vậy,   là họ wHCP của .X  

Định lí 3.1.3. Giả sử  là họ nào đó gồm các tập con 

của không gian topo .X  Khi đó, nếu  là một họ wHCP 

của ,X  thì  

1 2 1{ , , : , , }s sU U U U=     U  

cũng là một họ wHCP của 2 ( ).X  

Chứng minh. Giả sử 0U  rằng là một họ con bất kỳ của U.  

Khi đó, với mỗi , 0U  ta lấy .A   Ta chứng minh rằng 

0 0({ : }) { : }.A A = cl U U  

Rõ ràng rằng    

0 0{ : } ({ : }).A A  clU U  

Do đó, ta chỉ cần chứng tỏ rằng 

0 0({ : }) { : }.A A  cl U U  

Thật vậy, giả sử rằng 

0{ : }.F A U  

Khi đó, F A  với mọi 0 . U  Suy ra \F A   

hoặc \A F   với mọi 0 . U  Ta đặt 

0{ : },A F=  H U  

0{ : }.A F=  F U  

Khi đó, 0 = U H F . 

Trường hợp 1: .=F  

Bởi vì =F  nên 0 .=H U  Do đó, với mọi 0U  ta 

đều có .A F  Hơn nữa, bởi vì | | 2F   nên ta có 

  Nếu F  là tập một phần tử, nghĩa là { },F x=  thì do 

,A F  A F  và A   nên 0 ,= U  đây là một 

mâu thuẫn. 

  Nếu F  là tập có hai phần tử, nghĩa là 1 2{ , },F x x=   

thì ta có 

 1 2{ : } { },{ } .A x x F  

Do đó,  

|{ : }| 2,A  F  

kéo theo 0{ : }A U  là tập hợp đóng. 

Trường hợp 2: .F  

Bởi vì F  nên với mỗi F,  ta lấy 

\( ) .y A F  

Bởi vì A   nên tồn tại  H   sao cho 

( ) .y H  

Mặt khác, vì  là họ wHCP nên  

{ ( ) : }y F  

là tập hợp đóng trong .X  Do đó, nếu ta đặt  

\{ ( ) : },V X y= F  

thì V  là lân cận mở của F  trong .X  

  Nếu =H , thì rõ ràng rằng 2V   là lân cận mở của 

F  trong 2 ( )X  thỏa mãn rằng  

2 0{ : } .V A    =U  

   Nếu ,H  thì tồn tại 0U  sao cho  

, ,A A F  và .A F  

Do đó, F  có đúng 2 phần tử, giả sử rằng 1 2{ , }.F x x= Khi 

đó,  

1 2{ : } {{ },{ }}.A x x H  

Bây giờ, với mỗi 2i  , ta đặt  

( )\ { } { ( ) : } ,i iU X x y=  F   (3) 

và 3 .U V=  Khi đó, iU  mở với mọi 3.i   Hơn nữa, ta có 

Khẳng định 1: 1 2 3 2, , .F U U U   

Bởi vì 3F U  nên  

{ : 3}.iF U i   

Hơn nữa, ta có 

iU F    với mọi 3.i   

Thật vậy, nếu 3,i =  thì rõ ràng rằng 3 ,F U   và nếu 

2,i   thì do  

{ ( ) : } ,F y  =F  

\ iF U    và (3) nên ta suy ra .iF U    

Khẳng định 2: 1 2 3 2 0, , { : } .U U U    =U  

Giả sử 0 ,U  khi đó 

(a) Nếu H,  thì tồn tại 2i   sao cho { }.iA x=  

Bởi vì { }i iU x =  nên 
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1 2 3 2.{ } , ,iA x U U U=    

(b) Nếu F,  thì do ( ) iy U  với mọi 3i   nên 

ta suy ra rằng  

{ : 3}.iA U i   

Do đó, 1 2 3 2., ,A U U U   

Như vậy, 1 2 3 2, ,U U U   là lân cận mở của F  trong 

2 ( )X  thỏa mãn  

1 2 3 2 0, , { : } .U U U A    =U  

Do đó, 0{ : }A U  là tập hợp đóng. 

3.2. Đánh giá 

Các kết quả mới trong bài báo được thể hiện ở các định 

lí: Định lí 3.1.1, 3.1.2 và 3.1.3, trong đó 

- Định lí 3.1.1 là kết quả về họ HCP trong không gian 

topo, và Định lí 3.1.2 là kết quả về họ wHCP trong không 

gian topo, các kết quả này tương tự kết quả về họ CP trong 

tài liệu [1]. 

- Định lí 3.1.3 là kết quả khẳng định rằng tính chất 

wHCP được bảo toàn từ không gian topo X  lên tích đối 

xứng 2 ( ).X  

4. Kết luận  

Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu các tính 

chất về họ bảo tồn bao đóng, họ bảo tồn bao đóng di truyền 

và họ bảo tồn bao đóng di truyền yếu trên không gian topo 

và trên tích đối xứng cấp .n  Đã đưa ra các kết quả mới 

rằng, hợp của hai họ HCP (wHCP) cũng là họ HCP (tương 

ứng, wHCP), và họ wHCP được bảo toàn lên tích đối xứng 

cấp 2.  
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