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Tóm tắt - Kết cấu màng có độ cứng trong mặt phẳng lớn, tuy 

nhiên độ cứng chống uốn bằng không. Điều này dẫn tới kết cấu 

màng sẽ có chuyển vị lớn dưới tác dụng của ngoại lực. Vì vậy, 

phi tuyến tính hình học phải được kể đến khi phân tích kết cấu 

này. Các loại vật liệu sử dụng trong kết cấu màng như ETFE, 

ECTFE, v.v đều thể hiện rõ đặc tính phi tuyến. Do đó, khi phân 

tích tựa tĩnh kết cấu màng có kể đến ma sát, kết quả phân tích khó 

hội tụ bởi vì có sự đóng góp của phi tuyến tính hình học, phi tuyến 

vật liệu và phi tuyến tiếp xúc. Bài báo này trình bày mô hình biến 

chuyển dính - trượt giả định để đảm bảo sự hội tụ của kết quả 

trong vấn đề phân tích trên. Độ chính xác và tính ứng dụng của 

mô hình đề xuất được đánh giá thông qua sự so sánh kết quả phân 

tích với mô hình đã được đề xuất trước đó và kết quả thực nghiệm. 

 Abstract - Fabric membranes features stiffness in large planes, 

however, it has a zero-flexible stiffness. This follows that the 

membrane structures are deformed relatively large under the 

external force. Thus, the geometrical nonlinearity analysis is 

required for such structure. The polymer materials used in the 

membrane structure such as ETFE, ECTFE, etc possess obvious 

non-linear properties. Therefore, convergence of quasi-static 

analysis of the membrane structures considering friction force is 

an enormous challenge because of the nonlinearities in geometry, 

materials and contact. This paper presents a pseudo stick-slip 

transition model to guarantee the convergence of the results in the 

above-mentioned problem. The accuracy and applicability of the 

proposed model are confirmed by the comparison of analyzed 

results with the previous model and by experimental results. 

Từ khóa - Kết cấu màng; phân tích tựa tĩnh; mô hình biến chuyển 

dính - trượt giả định; ma sát; vật liệu ETFE 

 Key words - Membrane structures; quasi-static analysis; pseudo 

stick-slip transition model; friction contact; ETFE film 

 

1. Đặt vấn đề 

Kết cấu màng, sự kết hợp giữa vật liệu màng kéo căng 

và các cấu kiện đỡ như khung thép hoặc dây cáp, ngày càng 

được sử dụng rộng rãi trong các công trình công cộng có 

nhịp lớn. Loại kết cấu này thể hiện các đặc điểm ưu việt như 

trọng lượng nhẹ của vật liệu màng, vượt nhịp lớn, tính thẩm 

mỹ và thuận lợi trong thi công lắp ghép. Vật liệu màng được 

căng trước và cộng với hình dạng của nó để chịu tác động 

của ngoại lực, trong khi kết cấu đỡ chịu nén và chịu uốn bởi 

lực căng trong màng [1]. Tấm vải màng mỏng và dễ uốn, có 

độ cứng trong mặt phẳng lớn nhưng độ cứng chống uốn bằng 

không [2]. Vì vậy, kết cấu màng có chuyển vị lớn khi chịu 

tác động của ngoại lực như gió, động đất, v.v. Việc kể đến 

độ cứng hình học hay phân tích phi tuyến hình học của kết 

cấu này là cần thiết. Đồng thời vật liệu màng phổ biến hiện 

nay như ETFE (Ethylene tetrafluoroethylene) thể hiện rất rõ 

đặc tính đàn dẻo và đàn nhớt [3, 4], đây là loại vật liệu có hai 

điểm chảy dẻo rõ ràng trên đường cong ứng suất - biến dạng. 

Do đó, mô hình phi tuyến tính của vật liệu là cần thiết khi 

phân tích thiết kế và thi công kết cấu màng. Hơn thế nữa, sự 

ảnh hưởng của ma sát giữa các kết cấu đỡ như dây cáp hay 

khung vòm thép với vật liệu màng là rõ ràng [5]. Tóm lại, 

phân tích kết cấu màng trong giai đoạn thiết kế hay thi công 

yêu cầu phải kể đến sự ảnh hưởng của phi tuyến tính hình 

học, phi tuyến tính vật liệu và phi tuyến tính tiếp xúc. 

Phân tích tựa tĩnh thường được sử dụng trong phân tích 

kết cấu màng có kể đến phi tuyến hình học và vật liệu với 

việc áp dụng công thức cập nhật Lagrange hay công thức 
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tổng quát Lagrange [6]. Tuy nhiên, khi kể đến ảnh hưởng 

của phi tuyến tính tiếp xúc vào phân tích này thì điều kiện 

hội tụ của giải thuật là một trong các khó khăn lớn nhất  

[7, 8]. Haber [9], Noguchi [10] sử dụng phương pháp biến 

ngẫu nhiên Lagrange-Euler để kể đến ảnh hưởng của phi 

tuyến tính tiếp xúc trong phân tích kết cấu màng, tuy nhiên 

mô hình phi tuyến của vật liệu là khó áp dụng trong phương 

pháp này. Sakai [11] đã đề xuất phương pháp cực tiểu hóa 

năng lượng cho phần tử màng gập để giải quyết bài toán 

trên, tuy nhiên hạn chế của nghiên cứu này vẫn là mô hình 

tuyến tính của vật liệu. Các mô hình như mô hình tiếp xúc 

không gian [12], mô hình mortar [13] có thể được sử dụng 

để kể đến ảnh hưởng của phi tuyến tiếp xúc trong phân tích 

tựa tĩnh của kết cấu màng với mô hình phi tuyến vật liệu. 

Tuy nhiên, thời gian tính toán và độ hội tụ của các mô hình 

này là vấn đề cần được quan tâm. 

Bài báo này trình bày mô hình biến chuyển dính - trượt 

giả định trong phân tích tựa tĩnh của kết cấu màng với mô 

hình vật liệu phi tuyến. Độ chính xác và hiệu quả của mô 

hình đề xuất được đánh giá thông qua sự so sánh kết quả 

của mô hình đề xuất với kết quả thí nghiệm [5] và kết quả 

của mô hình tiếp xúc không gian của Peric [12]. 

2. Phân tích tựa tĩnh có kể đến phi tuyến tính tiếp xúc 

2.1. Phân tích tựa tĩnh kết cấu màng 

Mục này sẽ trình bày công thức Lagrange tổng quát cho 

phân tích tựa tĩnh kết cấu màng. Hai cấu hình được quan 

tâm khi tính toán biến dạng của màng là: (1) Cấu hình ban 
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đầu hoặc tham khảo 0 ; (2) Cấu hình hiện thời  . 

Vector định vị một điểm vật liệu của kết cấu màng trong 

cấu hình ban đầu và cấu hình hiện thời lần lượt là X  và 

x . Gradient biến dạng từ cấu hình ban đầu đến cấu hình 

hiện thời là 




x
F =

X
. Chuyển vị của điểm vật liệu dưới 

gradient biến dạng này là = −u x X . Tensor biến dạng 

Green được xác định theo công thức (1): 

( ) ( ) ( )( )1 1

2 2

T TT - =  + + E = F F I u u u u  (1) 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng của vật liệu màng 

là cần thiết để xác định chuyển vị u . Với công thức Total 

Lagrange, ứng suất thứ hai của Piola S  được sử dụng 

trong quan hệ với biến dạng Green và nó phụ thuộc vào 

từng loại vật liệu. Quan hệ giữa ứng suất này với ứng suất 

thực Cauchy   và ứng suất thứ nhất của Piolar P được 

xác định theo công thức (2): 

 1 TJ − −
S = F F             

T
P = SF             (2) 

Trong đó, det( )J = F  là định thức Jacobian. Phương 

trình cân bằng trong phân tích tĩnh định của kết cấu màng 

được thành lập trong công thức (3), phương trình này 

không kể đến ảnh hưởng của lực quán tính 

0 0P + b =           (3) 

Phân tích tựa tĩnh được áp dụng để giải phương trình 

(3). Điều kiện biên về ngoại lực hoặc chuyển vị cưỡng bức 

hoặc cả hai được chia thành từng bước nhỏ 

( )1,2, , , ,k T  để xác định chuyển vị gia tăng u . 

Trong mỗi bước điều kiện hội tụ được xem xét để thõa mãn 

sự cân bằng của phương trình (3), đồng thời đáp ứng được 

quan hệ giữa ứng suất và biến dạng khi vật liệu màng nằm 

ngoài giới hạn đàn hồi. Quá trình giải thuật này là tiêu 

chuẩn nên không được đề cập trong bài báo này, người đọc 

có thể tham khảo giải thuật này ở [2, 5, 6, 14]. 

2.2. Mô hình tiếp xúc không gian của Peric [12] 

Để xét đến ảnh hưởng của ma sát khi phân tích tựa tĩnh 

kết cấu màng, mục này áp dụng mô hình tính toán tiếp xúc 

không gian dựa trên phương pháp hàm phạt được đề xuất 

bởi Peric [12]. Chuyển vị gia tăng tại bước phân tích tựa 

tĩnh thứ 1k +  ở Mục 2.1 được xác định theo các bước sau: 

B1. Xác định hệ tọa độ tạm thời theo công thức (4) 
( )

1 1

i

k k+ +=x X + u           (4) 

B2. Xác định lực đàn hồi thử nghiệm theo công thức (5) 
( )

1 1

trial i

k k k+ +=p p + Du          (5) 

Trong đó, ( )N T N Tk k+ = −  − − D = D D N N I N N  

với N  là vector pháp tuyến của mặt tiếp xúc, Nk  là hệ số 

hàm phạt theo phương pháp tuyến và Tk  là hệ số hàm phạt 

theo phương trượt. 

B3. Kiểm tra sự trượt theo công thức (6) 

1 , 1 , 1 0trial trial trial

k T k N k + + += + p p       (6) 

Trong đó, , 1

trial

N k+p  và , 1

trial

T k+p  lần lượt là thành phần lực đàn 

hồi thử nghiệm theo phương pháp tuyến và phương trượt, 

và  là hệ số ma sát tĩnh giữa hai bề mặt tiếp xúc. Nếu 

công thức (6) thỏa mãn thì thiết lập tất cả các đại lượng ở 

bước 1k +  theo giá trị thử nghiệm ( ) ( )
1 1

trial

k k+ +
• = • . Nếu 

không thỏa mãn thì chuyển đến bước thứ 4 (B4). 

B4. Xác định hệ số điều chỉnh vector định hướng 

phương trượt và lực đàn hồi trượt theo công thức (7) 

 
, 1

1

, 1

trial

T k

k trial

T k

+

+

+

=
p

T
p

 và , 1 , 1 1

trial

T k N k k+ + +=p p T    (7) 

B5. Xác định ma trận độ cứng tức thời của phần tử tiếp 

xúc theo công thức (8) 

 
( )* *

1 1 1 1

1 1 1 1

ep T k k k k

N k k N k k

k

k k

+ + + +

+ + + +

= − −  − 

−  − 

D I T T N N

T N N N
   (8) 

Trong đó, 
, 1*

, 1

T k

T T trial

T k

k k
+

+

=
p

p
. 

Sơ đồ khối của mô hình Peric được thể hiện ở Hình 1 

 
Hình 1. Sơ đồ khối của mô hình Peric 

2.3. Mô hình biến chuyển dính - trượt giả định 

Trong mô hình của Peric ở Mục 2.2, ma trận độ cứng, 

phương trượt và lực đàn hồi của phần tử tiếp xúc phụ thuộc 

vào sự gia tăng chuyển vị trong mỗi bước lặp nhỏ thứ i

trong bước phân tích tựa tĩnh thứ 1k + . Điều này sẽ làm 

tăng thời gian và số lượng bước lặp tính toán và minh 

chứng sẽ được thảo luận cụ thể hơn ở mục ví dụ phân tích. 

Bài báo này đề xuất mô hình biến chuyển dính - trượt giả 

định sẽ khắc phục được vấn đề trên. Mô hình này bao gồm 

các bước như liệt kê sau: 

B1. Xác định hệ tọa độ tạm thời theo công thức (4). 

B2. Kiểm tra sự trượt theo công thức (9) 

 ết quả phân tích tựa tĩnh ở bước  

Xác định lực đàn hồi thử nghiệm (c.t. (5))

 iểm tra sự trượt (c.t. ( ))
Đúng Sai

Thiết lập          
     Hệ số điều chỉnh (c.t. ( ))

Xác định ma trận độ cứng tức thời (c.t. ( ))

Xác định gia tăng chuyển vị (c.t. (3))

 iểm tra gia tăng chuyển vị

Thỏa mãn

 ết quả phân tích tựa tĩnh ở bước    

 hông thỏa mãn



26 Bùi Quang Hiếu 

 

1 , , 0k T k N k + = + p p        (9) 

Trong đó, ,N kp  và ,T kp  lần lượt là thành phần lực  

đàn hồi theo phương pháp tuyến và phương trượt ở bước 

phân tích tựa tĩnh thứ k  đã hội tụ trước đó. Nếu công thức 

(9) thỏa mãn thì không có sự trượt giữa hai bề mặt tiếp  

xúc ở bước phân tích tựa tĩnh thứ 1k +  và ma trận độ  

cứng của phần tử tiếp xúc được xác định là 

( )N T N Tk k+ = −  − − D = D D N N I N N . Nếu công 

thức (9) không thỏa mãn thì có sự trượt nhau giữa hai bề 

mặt tiếp xúc và hướng trượt sẽ được xác định ở bước B3. 

Lưu ý rằng, hướng trượt này sẽ không thay đổi trong bước 

phân tích tựa tĩnh thứ 1k + . 

B3. Xác định vector định hướng trượt và lực đàn hồi 

trượt theo công thức (10) 

,

1

,

T k

k

T k

+ =
p

T
p

 và , 1 , 1 1T k N k k+ + +=p p T     (10) 

B4. Xác định ma trận độ cứng của phần tử tiếp xúc 

trong trường hợp có sự trượt xảy ra theo công thức (11) 

*

1 1 1 1ep N k k N k kk k + + + += −  − D T N N N    (11) 

Sơ đồ khối của mô hình đề xuất được thể hiện ở Hình 2. 

 

Hình 2. Sơ đồ khối của mô hình đề xuất 

Phân tích tựa tĩnh với mô hình đề xuất thì kết cấu tiếp 

xúc sẽ chuyển đổi trạng thái liên tục từ dính sang trượt và 

ngược lại, phụ thuộc vào điều kiện trong công thức (9) và 

số bước phân tích tựa tĩnh. Điều này phù hợp với hiện 

tượng vật lý của việc tiếp xúc mặc dù phân tích ở đây là 

phân tích tĩnh. Vì vậy, tác giả gọi tên mô hình đề xuất là 

mô hình dính - trượt giả định. Với mô hình đề xuất thì ma 

trận độ cứng của phần tử tiếp xúc và hướng trượt hoàn toàn 

không phụ thuộc vào sự gia tăng chuyển vị ở bước thứ i

trong bước phân tích tựa tĩnh thứ 1k + . Điều này sẽ làm 

giảm đáng kể thời gian tính toán. Tuy nhiên, độ chính xác 

của mô hình sẽ phụ thuộc vào số lượng bước phân tích tựa 

tĩnh. Các minh chứng sẽ được thể hiện rõ ở Mục 3. 

3. Ví dụ phân tích và thảo luận 

3.1. Ví dụ phân tích 

3.1.1. Thí nghiệm kéo căng kết cấu màng ETFE [5] 

Bùi và Kawabata [5] đã thực hiện thí nghiệm kéo căng 

kết cấu màng ETFE để kiểm chứng việc có thể thành lập 

mặt cong hai chiều từ các tấm phẳng mà không cần sử dụng 

phân tích cắt-dán, phân tích tìm hình dạng phẳng của các 

tấm vải để kết nối lại thành mặt cong không gian. Chương 

trình thí nghiệm gồm bốn giai đoạn như thể hiện ở Hình 3. 

Các mẫu thí nghiệm được chế tạo từ vật liệu ETFE có chiều 

dày là 250m bao gồm hai phần: (1) Phần giữa hai vòm 

thép là các tấm phẳng kí hiệu chữ P trên Hình 3a, đây là 

các tấm không cần phân tích cắt-dán; (2) Phần từ vòm thép 

tới khung biên, kí hiệu chữ D trên Hình 3a, đây là kết quả 

từ phân tích cắt-dán. Sau đó, các phần được nối với nhau 

bằng các đường hàn nhiệt hình thành các mẫu thí nghiệm. 

Tùy thuộc vào chiều cao của vòm thép, có hai mẫu thí 

nghiệm được thực hiện là PD10a và PD20b tương ứng với 

chiều cao của vòm thép lần lượt là 200mm và 400mm. Tiếp 

theo vùng biên được kéo để tạo thành hình dạng cuối cùng. 

Hình dạng này phải đảm bảo không có nếp nhăn và ứng 

suất trước trong ETFE phải đảm bảo yêu cầu. Trong quá 

trình thí nghiệm sự dịch chuyển của các điểm gần biên 

(điểm hình tròn đen trên Hình 4) được quan trắc. Đồng thời 

sự trượt nhau giữa tấm phim ETFE và vòm thép cũng được 

quan trắc tại các điểm I, II, III, IV và V trên Hình 4. Các 

kết quả này sẽ được sử dụng làm thông số đầu vào và kiểm 

chứng kết quả đầu ra của mô hình phân tích. Có thể tham 

khảo chi tiết các số liệu này ở [5]. Bài báo này, sự trượt 

nhau giữa tấm phim ETFE và vòm thép tại các điểm quan 

trắc được thể hiện ở Hình 5. 

 

Hình 3. Thí nghiệm kéo căng màng ETFE [5] 

 

Hình 4. Hình chiếu bằng của 1/4 mẫu thí nghiệm 

Đơn vị chiều dài: mm 
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a. PD10a b. PD20b 

Hình 5. Kết quả quan trắc sự trượt giữa ETFE và  

vòm thép theo phương x và y [5] 

3.1.2. Mô hình phân tích 

Mô hình phần tử hữu hạn gồm 400 phần tử tam giác 

được sử dụng để mô tả thí nghiệm ở Mục 3.1.1 và được thể 

hiện ở Hình 6. Đặc tính cơ học của tấm phim ETFE được 

thể hiện ở Bảng 1 [4]. Trong mô hình này, tại vị trí tiếp xúc 

giữa tấm phim ETFE và vòm thép, tác giả sử dụng mô hình 

tiếp xúc nút - nút. Mô hình Peric và mô hình đề xuất được 

áp dụng để triển khai việc kết hợp phần tử nút - nút vào 

phân tích tựa tĩnh của kết cấu màng. Hệ số ma sát giữa vòm 

thép và tấm màng ETFE được lấy là 0,3 [15]. Chuyển vị 

cưỡng bức tại các nút ngàm trên Hình 6 được lấy từ kết quả 

quan trắc của thí nghiệm kéo căng ở Mục 3.1.1 [5]. 

 

Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn 

Bảng 1. Đặc tính cơ học của tấm phim ETFE [4] 

Mô đun đàn hồi Young 800 MPa 

Điểm chảy dẻo thứ nhất 13,28 MPa 

Điểm chảy dẻo thứ hai 23,04 MPa 

Hệ số cứng nguội thứ nhất 80,5 MPa 

Hệ số cứng nguội thứ hai 3,0 MPa 

3.2. Kết quả phân tích và thảo luận 

3.2.1. Ảnh hưởng của số bước phân tích tựa tĩnh 

Tính hiệu quả của mô hình đề xuất phụ thuộc vào số 

bước phân tích tựa tĩnh như đã trình bày ở Mục 2.3. Vì vậy, 

mục này khảo sát sự ảnh hưởng của số bước phân tích tựa 

tĩnh đến kết quả phân tích. Hình 7 thể hiện quan hệ giữa 

lực trượt và khoảng trượt của phần tử nút - nút tại vị trí III, 

Hình 4 khi các bước phân tích tựa tĩnh được chọn lần lượt 

là 100, 200 và 400 bước. Nhận thấy rằng khi số bước phân 

tích tựa tĩnh tăng các kết quả dần hội tụ. Tuy nhiên số bước 

phân tích tăng đồng nghĩa với thời gian tính toán tăng.  

Hình 7 cho thấy, không có sự khác nhau nhiều trong kết 

quả phân tích giữa việc lựa chọn 200 và 400 bước phân tích. 

Vì vậy trong các khảo sát tiếp theo 200 bước phân tích được 

lựa chọn. 

Thêm vào đó, quan hệ giữa lực trượt và khoảng trượt trên 

Hình 7 có dạng hình răng cưa. Điều này thể hiện phần tử nút 

- nút chuyển đổi trạng thái từ trượt sang dính và ngược lại 

trong suốt quá trình phân tích tĩnh. Vì vậy, tác giả gọi tên mô 

hình đề xuất là mô hình biến chuyển dính - trượt giả định. 

  
a. Mẫu PD10a b. Mẫu PD20b 

Hình 7. Quan hệ giữa lực trượt và khoảng trượt ở  

phần tử nút - nút tại vị trí III, Hình 2 

3.2.2. So sánh kết quả của mô hình Peric và mô hình đề xuất 

Hình 8, Hình 9 lần lượt thể hiện kết quả trượt theo 

phương x và phương y tại các vị trí I, II, III, IV và V với 

các mẫu PD10a và PD20b của cả mô hình Peric và mô hình 

đề xuất. Nhận thấy rằng, không có sự khác biệt giữa kết 

quả phân tích của mô hình đề xuất với mô hình Peric. Đồng 

thời, kết quả phân tích ở cả hai mô hình đều cho khuynh 

hướng trùng khớp với kết quả thí nghiệm ở Hình 5. Điều 

này cho thấy, tính chính xác của mô hình đề xuất. 

  
a. Mô hình Peric b. Mô hình đề xuất 

Hình 8. Kết quả phân tích với mẫu PD10a 

  
a. Mô hình Peric b. Mô hình đề xuất 

Hình 9. Kết quả phân tích với mẫu PD20b 

Bảng 2. So sánh mô hình đề xuất và mô hình Peric 

Mẫu Thông số tính toán Mô hình đề xuất Mô hình Peric 

PD10a 
Thời gian (s) 145 174 

Số vòng lặp 689 636 

PD20b 
Thời gian (s) 186 313 

Số vòng lặp 842 1389 

Hơn thế nữa, tính hiệu quả của mô hình đề xuất được 

thể hiện ở Bảng 2. Số vòng lặp của mô hình đề xuất là  

689 vòng gần tương đương  3  vòng của mô hình Peric với 

mẫu PD10a, mẫu có chiều cao vòm là 200mm. Tuy nhiên, 

khi chiều cao vòm là 400mm, đồng nghĩa với dạng hình 
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học của kết cấu phức tạp hơn thì số vòng lặp tính toán của 

mô hình đề xuất là 842 vòng so với 1389 vòng của mô hình 

Peric. Điều này cho thấy, mô hình đề xuất rút ngắn thời 

gian tính toán như thể hiện ở Bảng 2. 

4. Kết luận 

Bài báo đã đề xuất mô hình biến chuyển dính - trượt giả 

định trong phân tích tựa tĩnh kết cấu màng. Mô hình này 

cho phép người sử dụng kết hợp phân tích phi tuyến tính 

tiếp xúc vào phân tích phi tuyến tính hình học với mô hình 

vật liệu phi tuyến. Độ chính xác của mô hình đề xuất được 

khẳng định thông qua sự so sánh với kết quả thí nghiệm và 

kết quả của mô hình Peric. Đồng thời tính hiệu quả của mô 

hình đề xuất cũng được xác nhận thông qua việc rút ngắn 

thời gian và số vòng lặp tính toán. Tuy nhiên, mô hình đề 

xuất chỉ được áp dụng cho phần tử tiếp xúc nút - nút trong 

bài báo, việc mở rộng sự áp dụng mô hình này vào các phần 

tử tiếp xúc khác như nút-mặt, mặt-mặt cần được triển khai 

ở các nghiên cứu tiếp theo. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Quỹ Phát 

triển Khoa học và Công nghệ - Đại học Đà Nẵng trong đề 

tài có mã số B2019-DN02-69. 
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