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TREN CAC PO THI ROI RAC CHU TRINH

ON THE UGN PROPERTY OF LEAVITT
PATH ALGEBRAS ON THE DISCRETE CYCLE GRAPHS

Vii Nhan Khanh, Ngé Tan Phiic
Trwong Pai hoc Pong Thap, vunhankhanh12@gmail.com, ntphuc@dthu.edu.vn

Tom tat - Nam 1962, W. Leavitt da d& xuét khai niém UGN nhw
sau: motvanh R duoc goi la thda man diéu kién UGN néu c6 mot
don anh tr R™ dén R" thi m < n . Khai niém nay déng vai trd
quan trong trong ly thuyét vanh hay ly thuyét mé-dun néi chung.
N&m 2005, Abrams — Aranda Pino da xay dwng dai sb dwong di
Leavitt v&i hé td trén mot trwdng va vat sinh tir mét dé thi mé réng
ctia mot dd thj cé hwéng. Gan day, Abrams — Nam — Phuc da chi
ra diéu kién can va du trén cac do thi co hwéng dé dai sé dwong
di Leavitt cGia ching c6 tinh chat UGN. Trong bai viét nay, nhém
tac gia chirng minh tinh chat UGN clia dai s6 dwong di Leavitt trén
cac do thj rdvi rac chu trinh. Ap dung két qua trén, nhdm tac gia xét
tinh UGN cuia dai sb dwong di Leavitt clia mot s6 1op dd thi cdm
sinh tlr cac nhém hiru han.

T khéa - dai s6 duong di Leavitt; d6 thj Cayley; d6 thj chia; db thi
Igiy thira; tinh chat UGN.

1. Pit van dé

Trong [5], W. Leavitt da d¢ xuat khai niém UGN nhu
sau: mot vanh R duoc goi 1a théa man diéu kién UGN néu
¢6 mot don anh tir R™ dén R" thi m <n . Khai niém nay
dong vai trd quan trong trong ly thuyét vanh hay Iy thuyét
mO-dun ndi chung. Mot s6 ket qua gan day ve tinh UGN ¢
thé tham khao tai [1], [3], [6].

Cho mot d6 thi (tryc tiép) E va mot truong sé K,
Abrams - Aranda Pino trong [2] d& gidi thi€u 16p dai so
dwong di Leavitt L, (E) cia do thi E . Lép dai s6 nay la
mé rong cua dai so Leavitt L, (1,n) trong [5]. Trong [1],
Abrams, Nam, Phuc da chi ra cac diéu kién vé do thi E dé

L. (E) thoa man tinh UGN.

Noi dung chinh ctia bai viét nay Ia chimg minh tinh chét
UGN cua dai so duong di Leavitt cua cac d6 thi roi rac chu
trinh. Tiép theo, nhom tac gid ap dung két qua trén dé xét
tinh UGN cua dai so duong di Leavitt cuia mot so 1op do thi
cam sinh tur Iy thuyet nhom.

2. Tinh UGN cia dai s6 duwong di Leavitt

Trong phan nay, bai bao gioi thiéu lai ké't’ qua chinh
trong [1] ma nhom tac gia sé sir dung xuyén suot trong bai
viét cia minh. Truéc tién la nhac lai mot s6 khai niém vé
do thi tryc tiép va dai so duong di Leavitt.

Mot dd thi E =(E°, E*,s,r) 1a mot bd bao gdm hai tap
hop E°va E'vahaianhxa r,s:E' — E°. Cac phan tir ciia
E° dwoc goi la cic dinh va cac phan tir cua E* duogc goi la
cc canh. Doi véi mdi canh e trong E', s(e) duoc goi la
diém dau cua € va r(e) duoc goi la diém cuoi cua e .Dd

thi E duogc goi 1a hitu han néu cac tap E° va E' 1a cac
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tap hiru han phan tir. Trong bai viét ndy, ta chi xét nhitng
@06 thi hiru han.

Mot duong di trong mdt dd thi E 1a chubi cic canh
p=ee,.e saochor(e)=s(e,,) véimoi i =1,2,..,n—1.
buong di p duoc goi la mét chu trinh néu nhu
s(p):=s(e) =r(e,)=r(p) va s(e)=s(e;) ddivoimoi
i # j. Noi cach khac, mot chu trinh 13 mét duong di ma
bét dau va két thic trén cung mot dinh va khong di qua bat
ky dinh nao qua mot lan. Ki hiéu p° 1a tap tat ca cac dinh
trong p.Néu C 1a mot chu trinh thi cic phn tir trong tap
¢’ duogc goi 1a tdp dinh ciia mot chu trinh. Db thi E duoc
g0i 14 roi rac chu trinh néu E Khong chia chu trinh hodc
hai chu trinh phan biét trong E khéng ¢ diém chung.

Trong d6 thi E , mot dinh v duoc goi 13 ngon néu nhu
s(v)=@ va Vv dugc goi la goc néunhu r*(v) =, néu
v khdng phai la ngon thi duoc goi la dinh chinh quy. Véi
hai dinh u,v e E° ki hiéu u <V néu ton tai mot duong di

p ma s(p)=u, r(p)=v.

Cho mot do thi tryc tiép E=(E° E%,s,r) va mot
truong bat ky K, dai s6 dwong di Leavitt L, (E) cta dd
thi E v6ihé tr trén K 1a mot K dai sé sinh boi tap E°
va E', cung véi tap canh 4o {e"|e e E'}, thda min cac
diéu kién sau véi moi v,\we E° va e, f e E:

(1) w=5,,w, (O laki hiéu Kronecker);

(2) s(e)e=e=er(e) va r(e)e’ =e" =e's(e);

() e'f=0,,r).
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(4) v=>_ ee" v6i moi dinh chinh quy V.

ees(v)

Trong [1] cac tac gid da chi ra cac diéu kién sau day
(Dinh ly 1 va Pinh ly 2) vé& diéu kién cua d6 thi E dé
L. (E) thoéa man tinh UGN.

Pinh ly 1. [1, Theorem 3.9] Cho E =(E’ E',r,s) la

mét do thi hitu han va khéng cé goc, K la mét triwong. Khi
a6 L (E) thoa diéu kién UGN néu va chi néu E chita

mot chu trinh ¢ sao cho |r™(v)|=1 véi moi vec’.
Chu trinh ¢ théa min diéu kién |r™(v)|=1 voi moi

vec® nhu trén dugc goi 13 chu trinh nguén (theo nghia
khong c6 canh nao bén ngoai di dén chu trinh nay).

Cho E=(E° E,r,s) la mot dd thi, va ve E° 1a mot
gbc. Ta goi do thi thu gon goc E., cua E 1a do thi duoc
(E.)" =E°\{v}
(EL) =E'N\s'(V), s, =s |(E\v)1 va rg, =r |(E\v)1.

N6i cach khéc, E., 1a do thi c6 duge tir E bang cach bo

xac dinh nhu sau:

di v va cac canh trong E c6 diém du1a v. Trong trudng
hop E la dd thi chi c6 mot dinh v va khéng c6 canh nao
(con goi la dinh ¢6 1ap) thi ta quy wéc E , =E.

Nhén xét 1. Néu E =(E° E%,r,s) 1a dd thi hiru han
khong chtra chu trinh thi tdn tai diy thu gon gbc
E=E,>E —>--->E —>--->E =E, saocho E; la
dd thi chi c6 mot dinh ¢6 1ap.

Pinh ly 2. [1, Theorem 3.16] Cho E [la mét do thi hiru
hanva K la mét truong. Dat

E=E, ->E —>---—>EF —>--->E =E;

la mét day cac do thi thu gon goc, trong d6 E la do thi
khéng cé goc. Khi dé L, (E) thoa diéu kién UGN khi va
chi khi 30< j<t dé E, chira mt diém c6 lgp, hodc Eg

chita mét chu trinh € véi |r (V) |=1 véi moi v e c’.

Vi du 1. Mot s6 db thi sau day thoa man diéu kién ctia

Dinh Iy 1:
()

of — = o

L] L ]

Vi du 2. Cac db thi sau day khong thoa man diéu kién
cta Pinh Iy 1 nhung thoa man diéu kién cia DPinh ly 2:

v g == _}h I
¢ —0 s —0
—-——
" e o’

3. Két qua chinh
Pinh nghia 1. (i) Gia sir ¢, va ¢, la hai chu trinh trong

d thi E. Néu co6 duong di p ma

s(p) ec®, r(p) ec® (diém dau tai mot dinh thude ¢ va

mot

diém cubi tai mot dinh thuge ¢ ) thi ta n6i chu trinh ¢, kéo
theo chu trinh ¢, . Kihiéu ¢, <c, .

(ii) Chu trinh ¢ trong @6 thi E dwoc goi la gan nhat
néu trong E khong ton tai bat cir chu trinh nao khac ¢ kéo
theo chu trinh c.

Vi du 3. Trong d6 thi dudi day thi chu trinh ¢, =ege,
kéo theo chu trinh ¢, = f, f, f, f, va c, 1a chu trinh gan nhat
trong do thi E .

.
f f2
e1 /
E:o“—}obio"—}.“’ o
e2
N
o

Pinh ly 3. Cho E 1a mot dd thi hitu han roi rac chu
trinh. Khi do"néu E chira chu trinh thi trong E ton tai chu
trinh gan nhat.

Chirng mznh Gjé str moi chu trinh trong E déu khong
1a chu trinh gan nhat. Goi ¢, 1a mot chu trinh trong E . Vi
¢, khong 1a chu trinh gan nhit nén trong E ton tai chu
trinh ¢, kéo theo chu trinh c, . Lai tiép tuc vi ¢, khong la
chu trinh gan nht nén trong E ton tai chu trinh c, kéo
theo chu trinh c,. Vi E khong chira chu trinh gan nhat
nén qua trinh trén 13p lai vo han lan. Tt 1a ta dugc mot
ddy vo han céc chu trinh trong E :

{Cl, Cyy s Cpy }

trong d6 c,,, kéo theo ¢, voi moi i>1. Piéu niy mau

i+1

thudn véi tinh hitu han cua E .

Pinh ly 4. Cho E la mét do thi hitu han roi rac chu
trinh va K la mot truong. Khi @6 L (E) théa man diéu kién
UGN.

Chitng minh. Truong hop 1. E 1a do thi khong chira
chu trinh. Khi d6 theo Nhén xét 1, ton tai day thu gon goc
E=E, >E —>--->F —»>--->E =E; saocho E; la
db thi chi c6 mot dinh ¢6 1ap. Két hop v6i Dinh ly 2 suy ra
L, (E) théa man diéu kién UGN.

Trudng hop 2. E chita chu trinh. Khi d6 theo Dinh ly
3,trong E ton tai chu trinh gan nhét. Ta goi ¢ 1a mot chu
trinh gan nhét trong E . Khi d6 c6 hai truong hop c6 thé
xay ra:

Trudng hop 2.1. € 1a chu trinh ngudn. Tir Binh ly 1 suy
ra L, (E) thoa man diéu kién UGN.

Trudng hop 2.2. ¢ khéng la chu trinh ngudn. Vi ¢ la
mot chu trinh gén nhdt nén cic phan tir trong tap
{veE":v<u,v=u, Vuec’} khong la dinh cta bat ky
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chu trinh ndo trong E . Theo Nhén xét 1, ton tai diy cac
phép thu gon gdc trong E

E=E,>E —>->E —>-->FE,

sao cho ¢ 1a chu trinh ngudn trong E, . Suyra L, (E)
thoa mén diéu kién UGN theo Pinh ly 2.

4. Ung dung

~ Trong phin nay, bai bao 4p dung két qua chinh & trén
de xé:c tinh UGN cua dai so QHdng di Leavitt cia mot sO
16p d6 thi cam sinh tir 1y thuyét nhom.

Pinh nghia 2. [4, tr. 1] Cho G 1a m0t nhom va S la
tap sinh ciia G . Ta goi do thi Cayley ciia nhém G img véi
tdp sinh S , ki hidu 1a CZ, 1a d6 thi xac dinh nhu sau: tap
dinh 13 tap cac phan tir trong G va ta noi c6 mot canh di
tr U dén v néutdntai seS dé u=vs.

Vi du 4. Xét G=7Z,(n=3) va chon tap sinh
S={Lj} (< j<n). Do thi Cayley cia G g vdi tap
sinh S trong trudng hop nay ki hiéula C/. Sau dy 1a hinh

vé& cua C;,C; va CZ.
(/"1]: C.—)—.Q (Y} =
C.‘.i.;:)

Pinh Iy 5. Cho G 13 nhom hitu han nhiéu hon 2 phan
tr, S 1a tap sinh cia G va K la mot truong. Khi do,
L (Cg) théa man tinh chit UGN khi va chi khi S 1a tap
chi gdm mot phan tir.

Chirng minh:

Néu S ={a} thikhid6 G={a"|keZ}. Do do CJ la
mot chu trinh va theo Pinh ly 1, L, (Cé ) thoa tinh UGN.

Néu |S|>2 thi ta chon mt phan tir a=beS . Gia s
G={a;a,;..;a,}, do G la nhom hitu han nén G.a=G
va Gb=G. Tuc la ta co:

{{ala;aza;...;ana} ={a;a,;..;a,}
{ab;ab;..;a b} ={a;a,;..;a,}

Nhu vay, trong C$ chira cdc canh ma tap diém dau
({asay:.;a,}) va tap
({a@a,a;...;8,a}, {ab;a,b;...;a,b}) 1a céc hodn vi khéc

diém cuoi

déng nhét cua nhau. Tir do, ta ludén co thé chira duoc 2 chu
trinh ¢, va c, trong CS nhu sau:
1) ¢d=c) =G.

2) ¢, gdm cac canh di tir &, dén aa va c, gdm cac
canh di tir &, dén ab véi 1<i<n.

Suyra ¢ Nc) =G =& nén C$ khong 1 db thi roi rac
chu trinh. Theo Pinh ly 4, L, (Cé) khong théa man tinh
chat UGN.

Pinh nghia 3. [4, tr. 1] Cho S 1a mdt vi nhém giao
hoan. Ta goi do thi chia ciia vi nhém S , ki hidu la d(S),
1a @6 thi xac dinh nhu sau: tap dinh la tap cac phan tir trong
S vata n(’)‘i c¢6 mot canh di tir U dén V n€u U #V va ton
tai s€S dé u=vs.

Vidu5.Cho S lanhémcd n phan tir. Taki hi¢u d(S)
1a d, . Khi dé:

dy= e dy= e_ "o dy= e e
NV
. .f,
Pinh Iy 6. Cho S 1a nhom hitu han c6 n phan tir va
K 1a mot truong. Khi do, L, (d,) thoa man tinh chat UGN
khi va chi khi n<2.
Chitng minh:
Véi n=1,2 thi d, 1a cac do thi sau:

do= e e

-~

dy= e

D@ thiy cac d6 thi nay thoa man tinh chét chu trinh roi
rac nén theo Dinh Iy 4, L, (d,) thoa tinh UGN.

Vi n>3 thi d, la dd thi chia tap dinh 1a
{a;a,;..;a,} Va n(n—1) canh. Giita hai dinh bat ky luon
¢ 2 canh ndi chung v6i nhau tao thanh mét chu trinh.
Chang han nhu

ds = e~ e
AN
i Nhu véy, db thi chira cac chu trinh phan biét nhung ¢
diém chung. Do d9, theo Dinh 1y 4 thi L, (d,) khong thoa
tinh UGN.

Pinh nghia 4. [4, tr. 1] Cho S 1a mot nhom. Ta goi do
thi lily thira ciia nhém S , ki hiéu 1a P(S), 1a d0 thi xac
dinh nhu sau: Tap dinh la tap cac phan tir trong S vatanoi
cOmotcanhditr U dén v (u,veS)néu U=V va v la
mdt Iy thira cua U .

Trong bai viét nay, ta ki hiéu 7, 1a tap céac s6 nguyén
modulo n. Hién nhién 7, la mot nhom cong va ta viét
P(z,)=T,.

Nhan xét 2. Trén T, véi moi 0<i<n ta dat

C(i)={aez,: (@n)=i|.Khids:
0] vé,B eC(i) luén cd canh di tir a dén b va nguoc lai.

(i) vaeC(i),vbeC(]j). Khi ds c canh di tir a dén
b khi va chi khi i| j.
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Vi du 6. Trong T, thi C(0)={0},C(1)={1,5} va
C(2)={2,4},C(3)={3} . Tadugc hinh v& ctia T, la:

.2%.1

Nhin xét 3. (i) Trong ', tac6 |C(Q) |= @(n) trong do

@(n) la gid tri ciia ham s6 Euler tai s6 nguyén dirong n.

(ii) Néu n> 2 thitrong ', khong cé canh noi tir cic
dinh trong C(i), i >1 dén cdc dinh trong C(1).

7 Ap dung Dinh Iy 4, ta thu dugc mot tiéu chuén sau day
dé kiém tra tinh UGN cua dai s6 duong di Leavitt cia cac do
thi Ity thira. K&t qua nay da dugc néura trong [6]. Tuy nhién,
& day, nhom tac gia cung cap mot chirng minh don gian hon.

Pinh 1y 7. [6, Dinh Iy 4] Pai 56 duong di Leavitt cua
I',(neN) thod man tinh chat UGN khi va chi khi
o(n) <2

Ching minh:

Theo ciac két qua v& ham sb Ole,
p(n)<2<n=1234,6.Khidé ', lacac hinh sau

W/

0 1 2 n

P =@ e =—0

Lo

ol o

D& théy cac dd thi trén chi chtra cac chu trinh roi rac
nén theo Dinh Iy 4, L (T",) théa man tinh chat UGN.

Vé6i p(n)>2,tagoi C(n)={a;a,;..;a},k=3.Khi
dinh bat ky

8 ,a;,(1<i# j<k) ludn cé cac canh ndi ching véi nhau

d6 trén d6 thi TI,, gitta hai

tao thanh mot chu trinh. Nhu vay s€ co it nhéat hai chu trinh
phén biét co diém chung nén theo Pinh 1y 4, L, (T,)

khong thda tinh UGN.
Ghi chd: Bai bao duoc hd trg boi dé tai nghién ctru khoa
hoc sinh vién ma s6 SPD2017.02.36.
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