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Tóm tắt - Con lắc ngược hệ phẳng là mô hình đặc trưng cho hệ 

thống máy móc có tay máy liền thân xe có mang vật dựng đứng cần 

di chuyển trên hệ ray tịnh tiến theo một quảng đường cố định. Đây 

cũng là mô hình được sử dụng nhiều trong các trường đại học trên 

thế giới để nghiên cứu và giảng dạy. Trong nghiên cứu này, nhóm 

tác giả trình bày các bước xây dựng và thực nghiệm mô hình con lắc 

ngược được điều khiển bằng vi xử lý C2000 của Texas Instrument. 

Trước tiên, mô hình động lực học của hệ thống được thiết lập. Tiếp 

theo các thông số điều khiển tương ứng với kết cấu cụ thể của mô 

hình được mô tả. Từ đó, kết quả thực nghiệm quá trình nâng con lắc 

(swing-up) và giữ cân bằng của hệ thống được phân tích. 

 Abstract - The Planar inverted pendulum is a typical model for a 

system having an arm directly attached to a cart moving on a rail 

system along a fixed distance. This is also a model widely used 

in universities around the world for research and teaching. In this 

study, the authors introduce details to build and experiment with 

an inverted pendulum controlled by Texas Instrument’s C2000 

microprocessor. Firstly, a dynamic model of the system is 

established. Next, the control parameters corresponding to the 

specific structure of the model are described. Then, the 

experimental results of the Swing-up term and balancing 

pendulum process are analyzed. 

Từ khóa - Mô hình động lực học; hệ con lắc ngược phẳng; LQR; 

C2000 microprocessor 

 Key words - Dynamics model; Planar inverted pendulum; Linear 

Quadratic Regulator (LQR), C2000 microprocessor 

 

1. Giới thiệu 

Con lắc ngược là mô hình được sử dụng rộng rãi trong 

các trường đại học trên thế giới dành cho việc nghiên cứu và 

giảng dạy [1-5]. Mô hình con lắc ngược hệ trượt là một hệ 

con lắc đơn hai bậc tự do được đặt trên một xe đẩy di chuyển 

tịnh tiến qua lại trong vùng không gian đã định trước. Đây là 

mô hình có hai bậc tự do và chỉ sử dụng một bộ động cơ đặt 

ở đầu vào (xe đẩy) để kiểm soát con lắc đơn duy trì trạng thái 

ổn định cân bằng trong quá trình dựng ngược. Hệ thống con 

lắc ngược này là đặc trưng cho mô hình thực tế của một cơ 

cấu tay gấp  robot có hai bậc tự do nhưng chỉ có một khớp có 

thể kiểm soát hoạt động cơ cấu đó. Một hệ thống như vậy rất 

dễ mất ổn định và khó điều khiển. Do đó, các nhà nghiên cứu 

hoặc các kỹ sư thường có xu hướng sử dụng loại mô hình này 

để ứng dụng các giải pháp kiểm soát cân bằng trong quá trình 

dựng ngược con lắc. Từ khi xuất hiện vào những thập niên 

60 của thế kỷ trước trong công trình nghiên cứu của trường 

MIT (Mỹ) [1], cho đến nay các mô hình con lắc ngược đã 

được sử dụng nhiều trong nghiên cứu các trường đại học ở 

khắp nơi trên thế giới [2-5]. Các hệ con lắc ngược này có thể 

có nhiều biến thể khác nhau (con lắc ngược đôi, con lắc 

ngược quay, con lắc ngược hệ phẳng…) nhưng mô hình con 

lắc ngược chuyển động trượt qua lại trên một hệ trục là loại 

cơ bản nhất và có được nhiều sự quan tâm hơn cả. 

Có nhiều nghiên cứu với các cách tiếp cận khác nhau 

được ứng dụng trên mô hình con lắc ngược. Trước hết, mô 

hình động lực học và các phương trình chuyển động của hệ 

con lắc này được phân tích [6-8]. Dựa trên các đặc điểm 

động lực học đó và các giả định tình huống, các phương pháp 

điều khiển khác nhau từ đơn giản đến phức tạp đã được ứng 
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dụng để kiểm tra tính hiệu quả đối với mô hình điều khiển 

đó [8-12]. Rõ ràng việc ứng dụng và kiểm thử các phương 

pháp điều khiển đối với mô hình dễ mất ổn định và khó điều 

khiển như hệ con lắc ngược cũng tạo được các định hướng 

phù hợp cho việc ứng dụng các phương pháp này đối với các 

hệ thống tương tự nhưng có quy mô lớn hơn. 

Một vài công trình trong nước đã thể hiện sự quan tâm 

đối với loại mô hình con lắc ngược này [13]-[14]. Đa phần 

các nghiên cứu này chú trọng thực hiện việc giả lập các thuật 

toán điều khiển trong môi trường mô phỏng trên các ứng 

dụng tiêu biểu như Matlab. Trong nghiên cứu [13], các tác 

giả đã mô phỏng hệ thống điều khiển con lắc ngược hệ tịnh 

tiến với hai vòng phản hồi để tăng tính chính xác và ổn định 

của hệ thống. Mô hình điều khiển của hệ thống đó được dựa 

trên phương pháp điều khiển cân bằng tuyến tính toàn 

phương (LQR), tuy nhiên kết quả phương án điều khiển chưa 

có sự kiểm nghiệm trên hệ thống thực nghiệm đặc trưng. 

Bài báo mô tả các bước thực hiện và thí nghiệm trên 

một hệ con lắc ngược được thiết kế để điều khiển với bộ vi 

xử lý C2000 của Texas Instrument (TI). Trước tiên, cơ sở 

lý thuyết (mô hình toán học hệ thống, các hệ số đầu vào và 

đầu ra của mô hình cần điều khiển) của hệ con lắc ngược 

hệ trượt truyền thống sẽ được mô tả. Thêm vào đó, đặc 

điểm và thông số chế tạo của mô hình thực nghiệm hệ con 

lắc ngược này cũng được giới thiệu ở phần tiếp theo. Dựa 

trên nền tảng của phương pháp LQR kết hợp với bộ điều 

khiển PID truyền thống, quá trình nâng con lắc (Swing-up) 

và duy trì trạng thái cân bằng trong hệ thực nghiệm con lắc 

ngược điều khiển với bộ vi xử lý C2000 cũng sẽ được giới 

thiệu. Các kết quả thực nghiệm đó đã cho thấy, tính khả thi 
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của một thiết kế mô hình thực nghiệm con lắc ngược sử 

dụng trong giảng dạy ở các trường đại học Việt Nam. 

2. Mô hình động lực học của con lắc ngược hệ trượt 

Mô hình con lắc ngược hệ trượt được mô tả như Hình 

1. Một xe trượt có khối lượng M di chuyển tịnh tiến trên 

một đường dẫn giới hạn. Con lắc của hệ thống được gắn 

liền bằng khớp quay và dịch chuyển qua lại trên xe trượt. 

Xe dịch chuyển được nhờ một lực tác động F bên ngoài. 

Hệ thống của mô hình này đạt được ổn định mong muốn 

trong điều khiển khi thanh lắc của hệ thống duy trì ở trạng 

thái thẳng đứng, hướng lên ở mọi vị trí của xe trượt ( = 0). 

Con lắc có cấu tạo 2 phần gắn cứng với nhau có khối lượng 

mi và chiều dài li (i=1÷2). Về bản chất, hai phần này đại 

diện cánh tay đòn khối lượng m1 có mang theo vật nặng m2. 

 

Hình 1. Sơ đồ nguyên lý mô hình con lắc ngược hệ trượt 

Về cơ bản, mô hình con lắc ngược hệ trượt có thể sử 

dụng phương trình Euler-Lagrange II để mô tả mô hình 

động lực học của nó [8, 15]. Một hệ con lắc ngược hệ trượt 

là một hệ có hai bậc tự do, gồm xe đẩy (mang theo con lắc) 

chuyển động tịnh tiến và một con lắc chuyển động quay 

quanh một tâm quay cố định. Do đó, trong mô hình động 

lực học này, tọa độ suy rộng và lực tác động của hệ sẽ lần 

lượt là [x ]T và [F 0]T (giả thuyết bỏ qua ma sát giữa xe và 

ray trượt và ma sát trong các ổ trục). Hệ phương trình 

chuyển động của hệ thống đó có thể được viết như sau: 

2

2cos

( ) cos

( ) sin

s n

0

i

c c c

c c

ml x J ml m

M m

g

ml F

l

x ml







 



+ +


+ + =

− =

−
   (1) 

Trong đó:  

1 2m m m= + ; 

1 2
1 2 1

1 2

2 2
c

l l
m m l

l
m m

 
+ + 

 
=

+
 

( )2 2 2

1 1 2 1 1 2 2

1 1
3 3

3 3
J m l m l l l l= + + + : Moment quán tính hệ 

thống 

F: xác định từ động cơ điện sử dụng chạy xe đẩy. 

(theo mô hình vật lý của động cơ điện thông thường [16]) 

g: gia tốc trọng trường. 

3. Phương án điều khiển hệ con lắc ngược hệ trượt 

Để đạt được trạng thái cân bằng mong muốn của con 

lắc ngược, phương pháp cân bằng tuyến tính toàn phương 

(LQR) được sử dụng để tối ưu năng lượng trong quá trình 

dựng ngược con lắc đơn và duy trì ở trạng thái cân bằng. 

Đầu tiên, để xác định hệ thống có thể sử dụng phương pháp 

LQR, các khảo sát về tính điều khiển được và khả năng 

quan sát được của các biến trạng thái trong mô hình trạng 

thái (State Space Model – SSM) của hệ thống này đã được 

xét đến. Thêm vào đó, trong quá trình dựng ngược con lắc, 

hệ điều khiển có phản hồi được xác định dựa trên các thông 

số có được từ các biến trạng thái này. Các hệ số sử dụng 

trong hệ phản hồi này được tính toán dựa trên cách tiếp cận 

từ phương pháp LQR. Bộ điều khiển LQR sẽ nhận tín hiệu 

vào từ các biến trạng thái của hệ thống và sau đó tính toán 

để chuyển thành tín hiệu tác động vào hệ thống, kiểm soát 

con lắc luôn chỉ lắc lư quanh vị trị cân bằng khi dựng đứng 

với góc lắc ± 100. Do đó, ma trận hệ số phản hồi K theo 

luật điều khiển .U K X= − cần thỏa mãn điều kiện hàm chỉ 

tiêu về năng lượng là nhỏ nhất: 

( )
0

T TJ X QX U RU dt


= +  

Với: X: biến không gian trạng thái; U: tín hiệu điều khiển 

(đầu vào). 

Q, R được xác định tùy vào thông số thực tế của mô 

hình thực nghiệm đang tiến hành xây dựng. Hệ số Q, R 

được chọn ban đầu dựa trên nguyên tắc tránh đưa động cơ 

cần điều khiển về trạng thái bão hòa (Saturation) nhưng vẫn 

đảm bảo con lắc ngược đạt được trạng thái cân bằng trong 

thời gian nhanh nhất. Các hệ số Q và R lần lượt là:   
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Từ đó ta xác định được ma trận hệ số phản hồi của quá 

trình điều khiển dựng ngược con lắc: 

 15,8 25,3 293,3 51,3K =  

Ngoài ra, để kiểm soát quá trình chuyển động của động 

cơ, một bộ điều khiển PD được sử dụng. Các hệ số Kp và 

Kd trong bộ điều khiển này được xác định nhờ vào công cụ 

PID turning của MATLAB (Kp = 52,3, Kd = 30). 

Sơ đồ khối hệ điều khiển con lắc ngược này được mô 

tả cụ thể trong Hình 2. 

 

Hình 2. Sơ đồ điều khiển dựng ngược con lắc đơn và  

duy trì trạng thái ổn định trong quá trình dựng đứng  

4. Mô hình thực nghiệm 

4.1. Mô hình thiết kế 

Mô hình con lắc ngược hệ trượt được biểu diễn trong 



ISSN 1859-1531 - TẠP CHÍ KHOA HỌC VÀ CÔNG NGHỆ - ĐẠI HỌC ĐÀ NẴNG, VOL. 20, NO. 7, 2022 27 

 

Hình 3. Mô hình con lắc ngược hệ trượt sử dụng động cơ 

điện một chiều để làm cơ cấu dẫn động đầu vào cho xe trượt 

qua lại trên bàn trượt thông qua cơ cấu dẫn động đai. Hệ con 

lắc ngược (gồm hai thanh lắc đặc ruột, đồng chất nhưng có 

khối lượng và chiều dài khác nhau, và gắn cứng với nhau) 

được gắn trên xe trượt đó. Một cảm biến góc quay (Encoder) 

được đặt ở vị trí cuối hành trình của bàn trượt, đối xứng với 

động cơ ở phía đầu, nhằm mục đích xác định vị trí và hành 

trình của xe trượt của mô hình. Trong khi đó, góc quay của 

con lắc được nhận biết nhờ vào một cảm biến góc thứ hai 

được gắn liền trực tiếp với trục quay của con lắc đó. Thêm 

vào đó, loại động cơ điện sử dụng cho mô hình này đã được 

nhận định hệ thống nhằm xác định các thông số vật lý đặc 

trưng của hệ chuyển đổi Điện-Cơ của động cơ. Đồng thời, 

dựa vào quá trình đo đạc các thông số vật lý thông thường, 

các thông số về kích thước và khối lượng của hệ con lắc cũng 

được xác định. Chi tiết thông số của mô hình con lắc ngược 

hệ trượt được mô tả trong Bảng 1.  

  

Hình 3. Mô hình con lắc ngược hệ trượt  

Bảng 1. Các thông số mô hình con lắc ngược hệ trượt  

Thông số Kí hiệu Đơn vị Giá trị 

Độ dài thanh lắc 1  l1 (m) 0,3 

Độ dài thanh lắc 2  l2 (m) 0,25 

Khối lượng thanh lắc 1 m1 (kg) 0,06 

Khối lượng thanh lắc 2 m2 (kg) 0,04 

Moment quán tính của hai 

thanh lắc  
J (kg.m2) 9,23×10-3 

Khối lượng xe trượt M (kg) 0,5 

Đường kính pully r (m) 0,01835 

Gia tốc trọng trường  g (m/s2) 9,81 

Hệ số Back-EMF  Km  0,015 

Nội điện trở của động cơ  Rm () 15 

Chiều dài bàn trượt   (m) 0,48 

4.2. Hệ thống điều khiển mô hình với vi xử lý C2000 

Hệ thống điều khiển mô hình con lắc ngược hệ trượt với 

Vi xử lý C2000 được mô tả trong Hình 4. Trước tiên, thông 

số đầu vào và chương trình điều khiển được thực hiện với 

sự hỗ trợ của ứng dụng soạn thảo trên bộ công cụ hỗ trợ lập 

trình trong ứng dụng Matlab dành riêng cho vi xử lý C2000 

của TI và được nạp vào mạch C2000 Delfino của Texas 

Instrument thông qua chương trình CCS (Code Composer 

Studio) sử dụng riêng cho các bo mạch DSP. Việc sử dụng 

bộ xử lý trung tâm với vi xử lý C2000 sẽ giúp quá trình xử 

lý tín hiệu theo thời gian thực được đảm bảo với độ tin cậy 

cao, và đồng thời quá trình tính toán phức tạp hệ thống có 

yêu cầu tính đồng bộ cao giữa các cơ cấu phối hợp sẽ được 

đảm bảo. Nguồn điện được cung cấp cho các động cơ được 

thông qua mạch cầu H, giúp cho việc đổi chiều quay của 

động cơ, điều này sẽ làm cho xe trượt của mô hình được di 

chuyển qua - lại một cách dễ dàng. Tín hiệu phản hồi của 

các cảm biến góc (vị trí xe trượt và góc quay con lắc) và tín 

hiệu điều khiển (theo phương pháp PWM) đều được thực 

hiện bởi bộ xử lý trung tâm với MCU C2000. 

 

Hình 4. Hệ thống điều khiển mô hình con lắc ngược hệ trượt với 

vi xử lý C2000 

5. Kết quả  

5.1. Kiểm tra thuật toán LQR 

 

Hình 5. Đáp ứng vị trí xe mô phỏng 

  

Hình 6. Đáp ứng góc thanh lắc mô phỏng 

Kết quả so sánh mô phỏng và thực nghiệm quá trình ổn 

định thanh lắc xung quanh vị trí cân bằng được thể hiện trong 

Hình 5 và Hình 6. Các kết quả trên được thực hiện dựa trên 

các thông số mô hình tương ứng trong Bảng 1. Quá trình ổn 

định thanh lắc được thực hiện khi thanh lắc có góc lệch ±10o 

so với phương thẳng đứng hướng lên. Lúc này bộ điều khiển 

LQR sẽ có nhiệm vụ đưa thanh lắc về vị trí thẳng đứng 

hướng lên và duy trì trạng thái này trong quá trình khảo sát. 

Bên cạnh đó, bộ điều khiển PD kiểm soát xe trượt luôn nằm 

trong vùng giới hạn của bàn trượt. Các hệ số của bộ điều 
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khiển LQR và PD được thiết kế bởi công cụ PID turning của 

phần mềm MATLAB có thể đáp ứng được cho mô hình thực 

nghiệm. Tuy nhiên, kết quả mô phỏng (nét đứt màu đỏ) và 

thực nghiệm (nét liền màu đen) còn có sự sai lệch sau 1 giây. 

Các sai lệch này được gây ra trong quá trình hoạt động của 

mô hình thực nghiệm. Các sai số đó có thể xuất phát từ việc 

bỏ qua ma sát của xe trượt, ổ bi, độ cứng vững của khung 

máy và các tác động nhiễu từ bên ngoài. 

5.2. Thực nghiệm 

Kết quả thực nghiệm của hệ con lắc trượt trong quá trình 

Swing-up và ổn định sau đó được thể hiện trong Hình 7 và 8. 

Quá trình Swing-up thực hiện nhiệm vụ nâng con lắc từ vị trí 

đứng yên theo phương hướng xuống chuyển động quay ngược 

lên phương trên; Đến khi đạt vị trí gần cân bằng hệ điều khiển 

của mô hình sẽ thực hiện quá trình kiểm soát cân bằng quanh 

phương con lắc dựng đứng hướng lên nhờ vào phương pháp 

điều khiển LQR. Quá trình tác động khiến cho con lắc dịch 

chuyển ra khỏi vị trí đứng yên ban đầu (phương thẳng đứng 

hướng xuống) được hỗ trợ bởi một lực tác động mạnh khiến 

xe trượt tăng tốc nhanh, lực này có được tạo ra bởi chuyển 

động của động cơ đầu vào với gia tốc đủ lớn. Dựa vào kết quả 

thực nghiệm, mô hình con lắc hệ trượt đã thiết kế cần 8 giây 

để ổn định quanh vị trí cân bằng, quá trình đó đã bao gồm quá 

trình Swing-up và cân bằng hệ thống theo LQR. Tuy nhiên, 

khi hệ thống chuyển sang trạng thái cân bằng thanh lắc, thời 

gian đáp ứng của thanh lắc có sai khác so với kết quả thực 

nghiệm thể hiện trong Hình 6. Điều này được gây ra bởi thanh 

lắc khi đạt được góc lệch 10 độ, tốc độ góc lúc này là lớn do 

quá trình Swing-up gây ra nên thanh lắc đạt được trạng thái 

xác lập nhanh hơn. Nhìn chung, thời gian đạt được trạng thái 

cân bằng của mô hình là hợp lý và chấp nhận được cho một 

hệ thực nghiệm của con lắc ngược hệ trượt tiêu chuẩn.  

 

Hình 7. Đáp ứng vị trí xe thực nghiệm 

 

Hình 8. Đáp ứng góc thanh lắc thực nghiệm 

6. Kết luận 

Bài báo mô tả các bước thực hiện và thí nghiệm trên một 

hệ con lắc ngược được thiết kế để điều khiển với bộ vi xử lý 

C2000 của Texas Instrument (TI). Các đặc điểm và thông số 

cần thiết để chế tạo một mô hình con lắc ngược hệ trượt đã 

được mô tả chi tiết. Mô hình điều khiển cân bằng hệ thống 

con lắc ngược này đã được giới thiệu dựa trên sự kết hợp của 

phương pháp điều khiển PID truyền thống và phương pháp 

cân bằng tuyến tính toàn phương LQR. Ngoài ra, bộ vi xử lý 

C2000 của Texas Instrumenrt đã được sử dụng để điều khiển 

và kiểm soát mô hình thực tế đã xây dựng. 

Quá trình điều khiển cân bằng của mô hình con lắc ngược 

đã được chứng minh đạt được hiệu quả dựa trên các kết quả 

thực nghiệm. Các dao động lớn đo được từ các cảm biến 

được xác định trong quá trình Swing-up của con lắc nhằm 

đưa con lắc dựng ngược. Sau khoảng thời gian 8 giây, con 

lắc đã đạt được trạng thái cân bằng ở vị trí dựng ngược đó. 
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