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Tóm tắt - Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu phương 

pháp Newton nửa trơn cho bài toán bù phi tuyến trong không gian 

ℝ𝑛. Sử dụng hàm NCP 𝜙(𝑎, 𝑏) = min{𝑎, 𝑏}, nhóm tác giả chuyển 

bài toán bù phi tuyến về bài toán tìm nghiệm của phương trình 

không trơn trong không gian ℝ𝑛. Để có thể áp dụng được phương 

pháp Newton nửa trơn cho phương trình không trơn vừa nhận 

được, nghiên cứu tính khả vi Newton của hàm số NCP cũng như 

hàm số ở bên trái của phương trình này. Tính khả nghịch và bị 

chặn của đạo hàm Newton của hàm số được chứng minh với một 

số điều kiện phù hợp. Từ đó, trình bày phương pháp Newton nửa 

trơn để giải phương trình không trơn. Phương pháp được chứng 

minh có tốc độ hội tụ bậc hai địa phương đến nghiệm của bài toán. 

Đây là kết quả chính của bài báo này. 

 Abstract - In this paper, we study the semismooth Newton 

method for nonlinear complementarity problem in space ℝ𝑛. 

Using NCP function 𝜙(𝑎, 𝑏) = min{𝑎, 𝑏}, we rewrite the 

problem as a nonsmooth equation in space ℝ𝑛. In order to apply 

the semismooth Newton method to this nonsmooth equation, we 

study the Newton differentiability of NCP function and the 

function on the right hand side of the equation. The inverse 

property and boundedness of Newton derivative of the function 

on the right hand side of the equation is obtained under some 

mild conditions. Then, we present the semismooth Newton 

method to solve the equation. The method is proved to have the 

local convergence rate of second order. This is a main result in 

this paper. 

Từ khóa - Đạo hàm Newton; Khả vi Newton; đạo hàm Newton 

mạnh; Khả vi Newton mạnh; Phương pháp Newton nửa trơn 

 Key words - Newton Derivative; Newton differential; Strong 

Newton Derivative; Strong Newton differential; Semismooth 

Newton method 

 

1. Đặt vấn đề 

Trong bài báo này, nhóm tác giả kí hiệu 𝐼 = {1,2, . . . , 𝑛} 

và nghiên cứu bài toán bù phi tuyến 𝑁𝐶𝑃(𝐹) như sau: Tìm 

𝑥 ∈ ℝ𝑛 thỏa mãn 

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝐹𝑖(𝑥) ≥ 0, 𝑥𝑖𝐹𝑖(𝑥) = 0, ∀𝑖 ∈ 𝐼,    (1) 

Trong đó, hàm số 𝐹: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 xác định bởi 

𝐹(𝑥) = (𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), . . . , 𝐹𝑛(𝑥)) là hàm khả vi liên tục và 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛. 

Bài toán bù phi tuyến được áp dụng trong rất nhiều ứng 

dụng như nghiên cứu các toán tử, hệ cân bằng kinh tế cũng 

như trong khoa học kĩ thuật và được giới thiệu lần đầu trong 

luận án tiến sĩ của Cottle năm 1964. Phương pháp thường 

dùng để giải bài toán bù phi tuyến này là đưa về bài toán 

tìm nghiệm của phương trình tương đương. Sau đó, sử 

dụng phương pháp số để tìm nghiệm của phương trình này. 

Một trong các phương pháp thường được sử dụng là đưa 

bài toán 𝑁𝐶𝑃(𝐹) về giải hệ phương trình Φ(𝑥) = 0 của 

Mangasarian được giới thiệu trong [1] và sử dụng giải thuật 

Newton để tìm nghiệm. 

Hiện nay, có một số kỹ thuật để đưa bài toán 𝑁𝐶𝑃(𝐹) về 

bài toán giải hệ Φ(𝑥) = 0 trong đó hàm Φ(𝑥) được chọn 

khác nhau, xem [2, 3, 4, 5, 6, 7]. Tuy nhiên, các hàm Φ đều 

là các hàm không trơn nên người ta cần mở rộng giải thuật 

Newton cho bài toán 𝑁𝐶𝑃(𝐹). Cách tiếp cận thứ nhất là sử 

dụng giải thuật Newton nửa trơn cho hàm Φ(𝑥) dựa trên 

khái niệm dưới vi phân của Clarke [8], của Qi và Sun [9]. 

Một trong những giải thuật Newton nửa trơn được đưa ra 
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sớm nhất là của Harker và Pang [10] và được phát triển bởi 

Kanzow [11]. Tuy nhiên, với cách chọn hàm Φ(𝑥) gồm các 

hàm thành phần là 𝜙(𝑎, 𝑏) = min{𝑎, 𝑏}, các bài viết này chỉ 

mới nghiên cứu cho bài toán bù phi tuyến với 𝐹 là hàm tuyến 

tính. Một cách tiếp cận khác là sử dụng hàm Φ gồm các hàm 

thành phần là 𝜙(𝑎, 𝑏) = √𝑎2 + 𝑏2 − (𝑎 + 𝑏) của Fisher-

Burmeister, xem trong [3, 4]. Sau này, giải thuật được cải 

tiến để nhận được sự hội tụ toàn cục cũng như tốc độ hội tụ 

tuyến tính bởi Luca [6], Qi [12], Facchine và Soares [2]. Một 

trong những ưu điểm của phương pháp này là có thể áp dụng 

linh hoạt cho các bài toán bù phi tuyến 𝑁𝐶𝑃(𝐹). 

Cách tiếp cận thứ hai được sử dụng rộng rãi trong 

những năm gần đây là xấp xỉ hàm Φ(𝑥) bởi hàm Φ𝜇(𝑥) 

với 𝜇 > 0, được gọi là tham số trơn hóa, thỏa mãn 

lim𝜇→0Φ𝜇(𝑥) = Φ(𝑥). Từ đây, thay vì giải hệ Φ(𝑥) = 0, 

ta giải hệ Φ𝜇(𝑥) = 0. Phương pháp này có những ưu điểm 

là có thể áp dụng trực tiếp giải thuật Newton để tìm nghiệm 

trực tiếp của bài toán. Đến nay, đã có rất nhiều bài báo sử 

dụng phương pháp này như Kanzow [5, 13]. 

Kỹ thuật để đưa bài toán bù phi tuyến 𝑁𝐶𝑃(𝐹) về bài 

toán tìm nghiệm của phương trình phi tuyến là sử dụng hàm 

𝑁𝐶𝑃. Hàm 𝑁𝐶𝑃 là một ánh xạ 𝜑: ℝ2 → ℝ có tính chất 

𝜑(𝑎, 𝑏) = 0 ⇔ 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝑎𝑏 = 0. 

Trong bài báo này, nhóm tác giả sẽ dùng một hàm 𝑁𝐶𝑃 

cụ thể. Đó là hàm 𝜑 xác định bởi 

𝜑(𝑎, 𝑏) = 𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏}.        (2) 
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Lúc này, nếu ta định nghĩa toán tử Φ: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 xác 

định bởi 

Φ(𝑥) = (
𝜑(𝑥1, 𝐹1(𝑥))
 ⋮
𝜑(𝑥n, 𝐹𝑛(𝑥))

),       (3) 

thì ta có: 𝑥∗ là nghiệm của bài toán 𝑁𝐶𝑃(𝐹) khi và chỉ khi 

𝑥∗ là nghiệm của phương trình Φ(𝑥) = 0. Vì vậy, giải bài 

toán 𝑁𝐶𝑃(𝐹) tương đương với việc giải phương trình phi 

tuyến Φ(𝑥) = 0. 

Trong các phần tiếp theo của bài báo, nhóm tác giả sẽ 

trình bày phương pháp Newton nửa trơn để giải phương 

trình Φ(𝑥) = 0 với Φ là hàm cho bởi (3).  

2. Một số tính chất của toán tử 𝚽 

Bổ đề 2.1 Hàm 𝜑 xác định bởi (2) là hàm liên tục 

Lipschitz và khả vi theo hướng tại mọi điểm trong ℝ2. 

Chứng minh. Trước hết, dễ dàng nhận thấy hàm 𝜑 xác 

định bởi (2) có thể được biểu diễn dưới dạng 

 𝜑(𝑎, 𝑏) =
1

2
[𝑎 + 𝑏 − |𝑎 − 𝑏|]. 

Khi đó với mọi 𝑥 = (𝑎1, 𝑏1); 𝑦 = (𝑎1, 𝑏2) ∈ ℝ2, ta có: 

|𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| 

≤
1

2
[|(𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)| + |𝑎1 − 𝑏1| − |𝑎2 − 𝑏2|] 

≤
1

2
(|(𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)| + |(𝑎1 − 𝑎2) − (𝑏1 − 𝑏2)|) 

≤
1

2
(|(𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)| + |(𝑎1 − 𝑎2) − (𝑏1 − 𝑏2)|) 

≤
1

2
. 2√2√(𝑎1 − 𝑎2)2 + (𝑏1 − 𝑏2)2 

≤ √2|𝑥 − 𝑦|. 

Do đó, hàm 𝜑 xác định bởi (2) là hàm liên tục Lipschitz 

với hằng số Lipschitz 𝐿 = √2. 

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh hàm 𝜑 xác định bởi (2) là 

khả vi theo hướng tại mọi điểm 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 với đạo 

hàm theo hướng 𝑑 = (𝑑1, 𝑑2) ∈ ℝ2 xác định bởi 

 𝜑′(𝑥; 𝑑) = {

𝑑1, nếu 𝑎 < 𝑏,

𝑑2, nếu 𝑎 > 𝑏,

min{𝑑1, 𝑑2}, nếu 𝑎 = 𝑏.

 

Nếu 𝑎 < 𝑏 thì ta có thể chọn 𝜆 → 0+ đủ bé sao cho  

𝑎 + 𝜆𝑑1 < 𝑏 + 𝜆𝑑2. Khi đó, 

 𝜑′(𝑥; 𝑑) = lim
𝜆→0+

|𝜑(𝑥+𝜆𝑑)−𝜑(𝑥)|

𝜆
= lim

𝜆→0+
𝑑1 = 𝑑1. 

Do đó, 𝜑′(𝑥; 𝑑) = 𝑑1. Tương tự, nếu 𝑎 > 𝑏 thì 

𝜑′(𝑥; 𝑑) = 𝑑2. 

Nếu 𝑎 = 𝑏 thì 

 𝜑′(𝑥; 𝑑) = lim
𝜆→0+

|𝜑(𝑥+𝜆𝑑)−𝜑(𝑥)|

𝜆
 

        = lim
𝜆→0+

[(𝑑1+𝑑2)−|𝑑1−𝑑2|]

2
= min{𝑑1, 𝑑2}. 

Vậy, Bổ đề 2.1 được chứng minh. 

Định nghĩa 2.1 Cho 𝑈 là một tập mở của Ω ⊂ ℝ𝑛 và 𝑓 

là một ánh xạ xác định trên Ω. Ánh xạ 𝑓: Ω → ℝ𝑛 được gọi 

là khả vi Newton tại 𝑥 ∈ 𝑈 nếu tồn tại ánh xạ  

𝐹: 𝑈 → ℒ(Ω, ℝ𝑛) sao cho 

lim
ℎ→0

||𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)−𝐹(𝑥+ℎ)ℎ||

||ℎ||
= 0,  (4) 

Trong đó, ℒ(Ω, ℝ𝑛) là tập các phiếm hàm tuyến tính liên 

tục từ Ω vào ℝ𝑛. Khi đó, 𝐹 được gọi là một đạo hàm 

Newton của 𝑓 tại 𝑥. 

Định nghĩa 2.2 Cho 𝑈 là một tập mở của Ω ⊂ ℝ𝑛 và 𝑓 

là một ánh xạ xác định trên Ω. Ánh xạ 𝑓: Ω → ℝ𝑛 được gọi 

là khả vi Newton mạnh tại 𝑥 ∈ 𝑈 nếu tồn tại ánh xạ 

𝐹: 𝑈 → ℒ(Ω, ℝ𝑛) sao cho 

Lim
ℎ→0

||𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)−𝐹(𝑥+ℎ)ℎ||

||ℎ||2 = 0.      (5) 

Khi đó, 𝐹 được gọi là một đạo hàm Newton mạnh của 

𝑓 tại 𝑥. 

Định lí 2.1 Hàm 𝜑 xác định bởi (2) khả vi Newton mạnh 

tại mọi điểm với đạo hàm Newton mạnh cho bởi ma trận 

cỡ 1 × 2 sau: 

 𝐺(𝑦) = (𝜑1(𝑦) 𝜑2(𝑦)), 

trong đó 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2, 

 𝜑1(𝑦) = 𝜑1(𝑦1, 𝑦2) = {

1, 𝑛ế𝑢 𝑦1 < 𝑦2 ,

0, 𝑛ế𝑢 𝑦1 > 𝑦2 ,
1

2
, 𝑛ế𝑢 𝑦1 = 𝑦2

 

và 

 𝜑2(𝑦) = 𝜑2(𝑦1, 𝑦2) = {

0, 𝑛ế𝑢 𝑦1 < 𝑦2,

1, 𝑛ế𝑢 𝑦1 > 𝑦2,
1

2
, 𝑛ế𝑢 𝑦1 = 𝑦2.

 

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh 𝐺(𝑦) ∈ ℒ(Ω, ℝ𝑛). Thật 

vậy, 𝐺(𝑦)(⋅) là một phiếm hàm tuyến tính và 

Nếu 𝑦1 < 𝑦2 thì 

 ||𝐺(𝑦)|| = sup
||ℎ||=1

||𝐺(𝑦)ℎ|| ≤ 1. 

Nếu 𝑦1 > 𝑦2 thì tương tự như trên, ta có ||𝐺(𝑦)|| ≤ 1. 

Nếu 𝑦1 = 𝑦2 thì 

 ||𝐺(𝑦)|| = sup
||ℎ||=1

||𝐺(𝑦)ℎ|| =
1

2
. 

Vậy, ta có 𝐺 ∈ ℒ(Ω, ℝ𝑛) và ||𝐺(𝑦)|| ≤ 1 với mọi 𝑦. 

Tiếp theo, sẽ chứng minh 𝐺 là một đạo hàm Newton 

mạnh của 𝜑. Thật vậy, với mỗi 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2 và 

ℎ = (ℎ1, ℎ2) ∈ ℝ2. 

Nếu 𝑦1 < 𝑦2 thì vì ℎ → 0 nên ta có thể chọn ℎ sao cho 

𝑦1 + ℎ1 < 𝑦2 + ℎ2. Khi đó, 

 lim
ℎ→0

||𝜑(𝑦+ℎ)−𝜑(𝑦)−𝐺(𝑦+ℎ)ℎ||

||ℎ||2  

  = lim
ℎ→0

||(𝑦1+ℎ1)−𝑦1−ℎ1||

||ℎ||2 = 0. 

Nếu 𝑦1 > 𝑦2 tương tự như trên ta có thể chọn ℎ sao cho 

𝑦1 + ℎ1 > 𝑦2 + ℎ2. Khi đó, ta cũng thu được 

 lim
ℎ→0

||𝜑(𝑦+ℎ)−𝜑(𝑦)−𝐺(𝑦+ℎ)ℎ||

||ℎ||2 = 0. 

Nếu 𝑦1 = 𝑦2 thì ta xét các trường hợp sau: 

Trường hợp ℎ1 < ℎ2: 

 lim
ℎ→0

||𝜑(𝑦+ℎ)−𝜑(𝑦)−𝐺(𝑦+ℎ)ℎ||

||ℎ||2  

  = lim
ℎ→0

||(𝑦1+ℎ1)−𝑦1−ℎ1||

||ℎ||2 = 0. 
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Trường hợp ℎ1 > ℎ2: tương tự như trên. 

Trường hợp ℎ1 = ℎ2: 

 lim
ℎ→0

||𝜑(𝑦+ℎ)−𝜑(𝑦)−𝐺(𝑦+ℎ)ℎ||

||ℎ||2  

  = lim
ℎ→0

||(𝑦1+ℎ1)−𝑦1−
1

2
(ℎ1+ℎ2)||

||ℎ||2 = 0. 

Do vậy 𝐺 là một đạo hàm Newton mạnh của hàm 𝜑 xác 

định bởi (2) tại mọi điểm. 

Định lí 2.2 Hàm 𝛷 xác định bởi 

 𝛷(𝑥) = (
𝜑(𝑥1, 𝐹1(𝑥))
 ⋮
𝜑(𝑥𝑛 , 𝐹𝑛(𝑥))

), 

khả vi Newton mạnh tại mọi điểm 𝑥 ∈ ℝ𝑛 với đạo hàm 

Newton mạnh cho bởi 

𝛷′(𝑥) = 𝐴(𝑥) + 𝐵(𝑥)𝐹′(𝑥),      (6) 

Trong đó 

 𝐴(𝑥) = (
𝜑1(𝑥1, 𝐹1(𝑥)) … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝜑1(𝑥𝑛 , 𝐹𝑛(𝑥))

), 

 𝐵(𝑥) = (
𝜑2(𝑥1, 𝐹1(𝑥)) … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝜑2(𝑥𝑛 , 𝐹𝑛(𝑥))

), 

và 

 𝐹′(𝑥) = (
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗
) 𝑙à 𝑚𝑎 𝑡𝑟ậ𝑛 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖 𝑐ủ𝑎 𝑓 𝑡ạ𝑖 𝑥. 

Chứng minh. Với mỗi 𝑥 ∈ ℝ𝑛 và 𝜔 ∈ ℝ𝑛, xét hiệu 

Φ(𝑥 + 𝜔) − Φ(𝑥) − Φ′(𝑥 + 𝜔)𝜔. Bằng cách khai triển 

và tính toán trực tiếp ta thu được vectơ biểu diễn hiệu trên 

với hàng thứ 𝑖 xác định bởi 

 𝑀𝑖 = 𝜑(𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔)) − 𝜑(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) 

  −𝜑1(𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔))𝜔𝑖 

  −𝜑2(𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔)) ∑𝑛
𝑗=1

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝜔𝑗 . 

Đặt 

 𝛼 = {𝑗|𝑥𝑗 < 𝐹𝑗(𝑥)}, 

 𝛽 = {𝑗|𝑥𝑗 > 𝐹𝑗(𝑥)}, 

 𝛾 = {𝑗|𝑥𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥)}. 

Ta xét các trường hợp sau: 

Với 𝑖 ∈ 𝛼, chọn 𝜔 đủ bé sao cho 𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 < 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔), 

ta có: 

 lim
𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
= lim

𝜔→0

|𝑥𝑖+𝜔𝑖−𝑥𝑖−𝜔𝑖|

||𝜔||
= 0. 

Với 𝑖 ∈ 𝛽, chọn 𝜔 đủ bé sao cho 𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 > 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔), 

ta có: 

 lim
𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
= lim

𝜔→0

|𝐹𝑖(𝑥+𝜔)−𝐹𝑖(𝑥)−∑𝑛
𝑗=1

𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜔𝑗|

||𝜔||
= 0. 

do 𝐹𝑖 là các hàm khả vi. 

Với 𝑖 ∈ 𝛾, ta có 

 Nếu 𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 < 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔) thì tương tự trường hợp 

𝑖 ∈ 𝛼, ta có 

 lim
𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
= 0. 

Nếu 𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 > 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔) thì tương tự trường hợp 

𝑖 ∈ 𝛽, ta có 

 lim
𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
= 0. 

Nếu 𝑥𝑖 + 𝜔𝑖 = 𝐹𝑖(𝑥 + 𝜔), thì ta có 

 lim
𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
 

  = lim
𝜔→0

|𝐹𝑖(𝑥+𝜔)−𝐹𝑖(𝑥)−
1

2
𝜔𝑖−

1

2
∑𝑛

𝑖=1
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜔𝑗|

||𝜔||
 

  = lim
𝜔→0

|
1

2
(𝐹𝑖(𝑥+𝜔)−𝐹𝑖(𝑥)−

1

2
∑𝑛

𝑖=1
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜔𝑗)|

||𝜔||
= 0. 

Do đó, trong tất cả các trường hợp ta đều có 

 lim
𝜔→0

||Φ(𝑥+𝜔)−Φ(𝑥)−Φ′(𝑥+𝜔)𝜔||

||𝜔||
 

  ≤ ∑𝑛
𝑖=1 lim

𝜔→0

|𝑀𝑖|

||𝜔||
= 0. 

Vậy Φ′ xác định bởi (6) là một đạo hàm Newton mạnh 

của hàm Φ. 

Định nghĩa 2.3 Một ma trận 𝑀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 được gọi là  

𝑃-ma trận nếu với mỗi 𝑥 ∈ ℝ𝑛\{0}, tồn tại một tập chỉ số 

𝑖0 = 𝑖0(𝑥) ⊂ 𝐼 sao cho 𝑥𝑖0
[𝑀𝑥]𝑖0

> 0. 

Định lí 2.3 Giả sử 𝐹′(𝑥) là một 𝑃-ma trận. Khi đó, đạo 

hàm Newton của 𝛷 xác định bởi (6) khả nghịch. 

 Chứng minh. Dễ thấy 𝐴(𝑥) và 𝐵(𝑥) là các ma trận 

đường chéo xác định dương. Hơn nữa 𝐴(𝑥) + 𝐵(𝑥) xác 

định dương nên với giả thiết 𝐹′(𝑥) là 𝑃 −ma trận, theo 

Định lí 2.7 trong [13] ta có điều phải chứng minh. 

Trong [14], ta đã biết rằng với 𝐴, 𝐵 là các ma trận vuông 

và 𝐶 là một ma trận có chiều thích hợp thì 

(𝐴 + 𝐶𝐵𝐶𝑇)−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝐶(𝐵−1 + 𝐶𝑇𝐴−1𝐶)−1𝐶𝑇𝐴−1. 

Xét ma trận vuông khối có dạng 

𝑀 = (
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

),  (7) 

Trong đó, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 lần lượt là các ma trận cỡ 

𝑘 × 𝑚, 𝑘 × 𝑛, 𝑙 × 𝑚 và 𝑙 × 𝑛 sao cho 𝑘 + 𝑙 = 𝑚 + 𝑛. Khi 

đó, theo [15] và [16] ta có mệnh đề sau: 

Mệnh đề 2.1 (i) Giả sử 𝐴 khả nghịch. Khi đó, ma trận 

khối 𝑀 xác định bởi (7) khả nghịch khi và chỉ khi phần bù 

Schur 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵 của 𝐴 khả nghịch và 

 𝑀−1 = (
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
), 

trong đó 

 𝑚11 = 𝐴−1 + 𝐴−1𝐵(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1𝐶𝐴−1, 

 𝑚12 = −𝐴−1𝐵(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1, 

 𝑚21 = −(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1𝐶𝐴−1, 

 𝑚22 = (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1. 

(ii) Giả sử 𝐷 là ma trận khả nghịch. Khi đó, ma trận 

khối 𝑀 xác định bởi (7) khả nghịch khi và chỉ khi phần bù 

Schur 𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶 của 𝐷 khả nghịch và 

 𝑀−1 = (
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
), 

trong đó 

 𝑚11 = (𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1, 
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 𝑚12 = −(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1, 

 𝑚21 = −𝐷−1𝐶(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1, 

 𝑚22 = 𝐷−1 + 𝐷−1𝐶(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1. 

Với mỗi 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 và  

𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, … , 𝐹𝑛), ta kí hiệu các tập chỉ số như sau 

 𝛼 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 < 𝐹𝑖(𝑥)}, 

 𝛽 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 > 𝐹𝑖(𝑥)}, 

 𝛾 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 = 𝐹𝑖(𝑥)}. 

Cho M là một ma trận vuông cấp cấp 𝑛. Ta kí hiệu 𝑀𝛼𝛽 

là ma trận con của 𝑀 ứng với các hàng 𝛼 và các cột 𝛽. Từ 

đây, ta định nghĩa các ma trận con của ma trận Jacobi 

𝐹′(𝑥) = (
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗
) = (𝐹𝑖𝑗

′ )
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 của 𝑓 tại 𝑥: 

𝐹𝜇𝜌
′ = (𝐹𝑖𝑗

′ ), 𝑖 ∈ 𝜇, 𝑗 ∈ 𝜌, 

với 𝜇, 𝜌 là tập các chỉ số của ma trận Jacobi 𝐹′(𝑥). 

Khi đó, tính khả nghịch của ma trận 

 𝑀(𝑥) = (
𝐹𝛽𝛽

′ (𝑥) 𝐹𝛽𝛾
′ (𝑥)

𝐹𝛾𝛽
′ (𝑥) 𝐹𝛾𝛾

′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾
), 

được đưa ra trong định lí sau. 

Định lí 2.4 (i) Nếu với mỗi 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐹𝛽𝛽
′ (𝑥) khả nghịch 

và phần bù Schur của 𝐹𝛽𝛽
′ (𝑥) khả nghịch thì 𝛷′(𝑥) xác 

định bởi (6) khả nghịch. 

(ii) Nếu với mỗi 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐹𝛾𝛾
′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾 khả nghịch và 

phần bù Schur của 𝐹𝛾𝛾
′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾  khả nghịch thì 𝛷′(𝑥) xác 

định bởi (6) khả nghịch. 

Chứng minh. Với mỗi 𝑥 ∈ ℝ𝑛, ta có 

 𝜑1(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) = 1, 𝜑2(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) = 0, ∀𝑖 ∈ 𝛼, 

 𝜑1(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) = 0, 𝜑2(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) = 1, ∀𝑖 ∈ 𝛽, 

 𝜑1(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) =
1

2
, 𝜑2(𝑥𝑖 , 𝐹𝑖(𝑥)) =

1

2
, ∀𝑖 ∈ 𝛾. 

Do đó, để đơn giản các kí hiệu ta viết lại các ma trận 

𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝐹′(𝑥), Φ′(𝑥) dưới dạng 

 𝐴(𝑥): = 𝐴 = (

𝐼𝛼 0 0
0 0𝛽 0

0 0
1

2
𝐼𝛾

), 

 𝐵(𝑥): = 𝐵 = (

0𝛼 0 0
0 𝐼𝛽 0

0 0
1

2
𝐼𝛾

), 

 𝐹′(𝑥): = 𝐹′ = (

𝐹𝛼𝛼
′ 𝐹𝛼𝛽

′ 𝐹𝛼𝛾
′

𝐹𝛽𝛼
′ 𝐹𝛽𝛽

′ 𝐹𝛽𝛾
′

𝐹𝛾𝛼
′ 𝐹𝛾𝛽

′ 𝐹𝛾𝛾
′

), 

 Φ′(𝑥): = Φ′ = (

Φ𝛼
′

Φ𝛽
′

Φ𝛾
′

). 

Khi đó, với 𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 bất kì, ta có 

 Φ′𝑑 = 𝑦 

 ⇔ {

𝑑𝛼 = 𝑦𝛼

𝐹𝛽𝛼
′ 𝑑𝛼 + 𝐹𝛽𝛽

′ 𝑑𝛽 + 𝐹𝛽𝛾
′ 𝑑𝛾 = 𝑦𝛽

1

2
𝑑𝛾 +

1

2
𝐹𝛾𝛼

′ 𝑑𝛼 +
1

2
𝐹𝛾𝛽

′ 𝑑𝛽 +
1

2
𝐹𝛾𝛾

′ 𝑑𝛾 = 𝑦𝛾

 

 ⇔ {

𝑑𝛼 = 𝑦𝛼

𝐹𝛽𝛽
′ 𝑑𝛽 + 𝐹𝛽𝛾

′ 𝑑𝛾 = 𝑦𝛽 − 𝐹𝛽𝛼
′ 𝑑𝛼

𝐹𝛾𝛽
′ 𝑑𝛽 + (𝐹𝛾𝛾

′ + 𝐼𝛾𝛾)𝑑𝛾 = 2𝑦𝛾 − 𝐹𝛾𝛼
′ 𝑑𝛼

 

Từ đây suy ra Φ′ khả nghịch khi và chỉ khi hệ phương 

trình 

 {
𝐹𝛽𝛽

′ 𝑑𝛽 + 𝐹𝛽𝛾
′ 𝑑𝛾 = 𝑦𝛽 − 𝐹𝛽𝛼

′ 𝑑𝛼

𝐹𝛾𝛽
′ 𝑑𝛽 + (𝐹𝛾𝛾

′ + 𝐼𝛾𝛾)𝑑𝛾 = 2𝑦𝛾 − 𝐹𝛾𝛼
′ 𝑑𝛼

 

có nghiệm duy nhất. Hơn nữa, hệ trên có nghiệm duy nhất 

khi và chỉ khi ma trận khối 

 𝑀 = (
𝐹𝛽𝛽

′ 𝐹𝛽𝛾
′

𝐹𝛾𝛽
′ 𝐹𝛾𝛾

′ + 𝐼𝛾𝛾
) 

khả nghịch. Do đó, ma trận của đạo hàm Φ′ khả nghịch khi 

và chỉ khi ma trận khối 𝑀 xác định ở trên khả nghịch. Theo 

Định lí 2.1 ta có các kết luận (i) và (ii). 

3. Phương pháp Newton nửa trơn 

Trong phần này, nhóm tác giả trình bày giải thuật 

Newton nửa trơn cho bài toán bù phi tuyến. Giải thuật được 

mô tả như sau: Chọn 𝑥0 ∈ ℝ𝑛. Với mỗi 𝑘 ≥ 0, xét dãy {𝑥𝑘} 

xác định bởi 

 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − Φ′(𝑥𝑘)Φ(𝑥𝑘). 

Giả thiết 1 Cho Ω ⊂ ℝ𝑛 là tập mở khác rỗng. Xét ma 

trận 

 𝑀(𝑥) = (
𝐹𝛽𝛽

′ (𝑥) 𝐹𝛽𝛾
′ (𝑥)

𝐹𝛾𝛽
′ (𝑥) 𝐹𝛾𝛾

′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾
), 

với 𝛽 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 > 𝐹𝑖(𝑥)}, 𝛾 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 = 𝐹𝑖(𝑥)}. Giả sử 

một trong hai điều kiện sau đây thỏa mãn 

• 𝐹𝛽𝛽
′ (𝑥) khả nghịch và bị chặn đều trên Ω. Phần bù 

Schur của 𝐹𝛽𝛽
′ (𝑥) khả nghịch và bị chặn đều trên Ω. 

• 𝐹𝛾𝛾
′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾  khả nghịch và bị chặn đều trên Ω. Phần bù 

Schur của 𝐹𝛾𝛾
′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾  khả nghịch và bị chặn đều trên Ω. 

Định lí 3.1 Giả sử Giả thiết 1 thỏa mãn. Khi đó, đạo 

hàm 𝛷′(𝑥) khả nghịch với mọi 𝑥 ∈ Ω và [𝛷′(𝑥)]−1 bị chặn 

đều trên 𝐷. Hơn nữa 

 ||𝛷′(𝑥)−1|| ≤ 1+∥ 𝑀−1(𝑥) ∥ (
3+∥ 𝐹𝛽𝛼

′ (𝑥) ∥

 +∥ 𝐹𝛾𝛼
′ (𝑥) ∥

), 

trong đó 

 𝑀(𝑥) = (
𝐹𝛽𝛽

′ (𝑥) 𝐹𝛽𝛾
′ (𝑥)

𝐹𝛾𝛽
′ (𝑥) 𝐹𝛾𝛾

′ (𝑥) + 𝐼𝛾𝛾
), 

và 

 𝛼 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 < 𝐹𝑖(𝑥)}, 

 𝛽 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 > 𝐹𝑖(𝑥)}, 

 𝛾 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 = 𝐹𝑖(𝑥)}. 

Chứng minh. Theo Định lí 2.4, Φ′(𝑥) khả nghịch. Phần 

còn lại của định lí được chứng minh tương tự như chứng 

minh của Bổ đề 3.6 trong [17] và Bổ đề 3.4 trong [18]. Thật 

vậy, với 𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 sao cho Φ′(𝑥)𝑑 = 𝑦, từ chứng minh 

của Định lí 2.4 và tính khả nghịch của Φ′(𝑥), ta có 

 (Φ′(𝑥))−1𝑦 = 𝑑 = (

𝑑𝛼

𝑑𝛽

𝑑𝛾

) = (
𝑦𝛼

𝑀−1(𝑥)𝑁(𝑥)
), 
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trong đó 

 𝑁(𝑥) = (
𝑦𝛽 − 𝐹𝛽𝛼

′ (𝑥)𝑦𝛼

2𝑦𝛾 − 𝐹𝛾𝛼
′ (𝑥)𝑦𝛼

). 

Từ đó suy ra 

 ∥ Φ′(𝑥))−1𝑦 ∥= ‖(
𝑦𝛼

𝑀−1(𝑥)𝑁(𝑥)
)‖ 

 ≤∥ 𝑦𝛼 ∥ +∥ 𝑀−1(𝑥) ∥∥ 𝑁(𝑥) ∥. 

Hơn nữa, 

∥ 𝑁(𝑥) ∥≤∥ 𝑦𝛽 − 𝐹𝛽𝛼
′ (𝑥)𝑦𝛼 ∥ +∥ 2𝑦𝛾 − 𝐹𝛾𝛼

′ (𝑥)𝑦𝛼 ∥ 

≤∥ 𝑦𝛽 ∥ +∥ 𝐹𝛽𝛼
′ (𝑥) ∥∥ 𝑦𝛼 ∥ +2 ∥ 𝑦𝛾 ∥ +∥ 𝐹𝛾𝛼

′ (𝑥) ∥∥ 𝑦𝛼 ∥. 

Do đó, 

∥ (Φ′(𝑥))−1𝑦 ∥ 

≤∥ 𝑦𝛼 ∥ +∥ 𝑀−1(𝑥) ∥ (∥ 𝑦𝛽 ∥ +∥ 𝐹𝛽𝛼
′ (𝑥) ∥∥ 𝑦𝛼 ∥ 

 +2 ∥ 𝑦𝛾 ∥ +∥ 𝐹𝛾𝛼
′ (𝑥) ∥∥ 𝑦𝛼 ∥) 

≤ (1+∥ 𝑀−1(𝑥) ∥ (1+∥ 𝐹𝛽𝛼
′ (𝑥) ∥ +2+∥ 𝐹𝛾𝛼

′ (𝑥) ∥)) ∥ 𝑦 ∥ 

≤ (1+∥ 𝑀−1(𝑥) ∥ (3+∥ 𝐹𝛽𝛼
′ (𝑥) ∥ +∥ 𝐹𝛾𝛼

′ (𝑥) ∥)) ∥ 𝑦 ∥. 

Định lí 3.2 Giả sử hàm 𝐹 thỏa mãn Giả thiết 1. Khi đó, 

với 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 đủ gần nghiệm 𝑥∗ ∈ Ω của phương trình 

𝛷(𝑥) = 0 thì giải thuật Newton nửa trơn xác định bởi 

 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − [𝛷′(𝑥𝑘)]−1𝛷(𝑥𝑘), 

hội tụ bậc hai về nghiệm 𝑥∗. 

Chứng minh. Vì Giả thiết 1 được thỏa mãn nên tồn tại 

𝑀 > 0 sao cho ∥ [Φ(𝑥)]−1 ∥≤ 𝑀 với mọi 𝑥 ∈ Ω.  
Mặt khác, vì Φ là hàm khả vi Newton mạnh nên tồn tại 

𝜖 ∈ (0,1) sao cho với mọi 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥∗, 𝜖) ta có 

∥ Φ(𝑥) − Φ(𝑥∗) − Φ′(𝑥)(𝑥 − 𝑥∗) ∥≤
𝜖

𝑀
∥ 𝑥 − 𝑥∗ ∥2. 

Khi đó, với 𝑥0 ∈ 𝐵(𝑥∗, 𝜖) và giả sử 𝑥𝑘 ∈ 𝐵(𝑥∗, 𝜖), ta có 

∥ 𝑥𝑘+1 − 𝑥∗ ∥ 

=∥ 𝑥𝑘 − 𝑥∗ − [Φ′(𝑥𝑘)]−1Φ(𝑥𝑘) + [Φ′(𝑥𝑘)]−1Φ(𝑥∗) ∥ 

≤ ‖[Φ′(𝑥𝑘)]−1‖ ∥ Φ(𝑥𝑘) − Φ(𝑥∗) − Φ′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘 − 𝑥∗) ∥ 

 ≤ 𝑀
𝜖

𝑀
∥ 𝑥𝑘 − 𝑥∗ ∥2= 𝜖 ∥ 𝑥𝑘 − 𝑥∗ ∥2. 

Điều này chỉ ra rằng, 𝑥𝑘+1 ∈ 𝐵(𝑥∗, 𝜖) và dãy {𝑥𝑘} hội 

tụ bậc hai về nghiệm 𝑥∗. 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, đã trình bày giải thuật Newton nửa 

trơn cho bài toán bù phi tuyến. Nhóm tác giả sử dụng hàm 

NCP 𝜙(𝑎, 𝑏) = min{𝑎, 𝑏} để đưa bài toán bù phi tuyến về 

bài toán tìm nghiệm của phương trình Φ(𝑥) = 0. Nghiên 

cứu chứng minh rằng, hàm Φ khả vi Newton mạnh và 

phương pháp Newton nửa trơn hội tụ địa phương bậc hai đến 

nghiệm của phương trình nếu Giả thiết 1 được thỏa mãn. 
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