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Tém tit - Trong nhilng nim gin day, mdt trong nhiing huéng
dugc nhiéu ngudi quan tam 1a nghién ctru vé méi lién hé glua cac
tinh chét topo trén khong gian topo (X,z) véi cac tinh chét topo

trén sidu khong gian Pixley-Roy PR[X] gdm c4c tap con hiru han
khac rong cia X. Trong bai bio nay, nhém tac gia chimg minh
rang: (1) (X,7) 1a khong gian théa man tién d& dém duoc thir
nhét khi va chi khi siéu khong gian Pixley—Roy PR[X] 1a khéng
gian théa min tién dé dém dugc thi nhit; (2) (X,7) 1a khong
gian topo 101 rac khi va chi khi siéu khong gian Pixley—Roy
PR[X] la khong gian topo roi rac; (3) Siéu khong gian Pixley—
Roy PR[X] 1a khéong gian kha ly khi va chi khi x 14 tap dém
dugc; (4) Siéu khong gian Pixley-Roy PR[X] la khong gian
Lindelf khi va chi khi x 14 tap dém dugc.

Tir khoa - Kha 1i; Lindel6f; roi rac; siéu khong gian; Pixley—Roy.

1. Giéi thi¢u

Nam 1931, K. Borsulk va S. Ulam da gidi thi¢u khai
ni€m tich doi xung cap n va siéu khong gian Vietoris cia
mot khong gian topo X, lan lugt duge ky higu la F, (X)
va F(X). Nho do, cac tac gia da dua ra mot sé tinh chat
quan trong cua siéu khong gian F,(X) va F(X) (xem
[1]). Nghién ctru vé mbi quan hé giita cac tinh chét topo
trén khong gian topo (X,7) véi cac tinh chat topo trén
siéu khong gian Vietoris F(X) twong tng cuia n6 la mot
trong nhiing bai toan cua topo dai cuong.

Tuong ty nhu viée nghién ciru cac tinh chét mang trén
siéu khong gian Vietoris, lan dau tién Ljubisa D. R.
Ko¢inac, L. Q. Tuyenva O. V. Tuyen (xem [2]) da nghién
clru moi quan hé gitra cac tinh chat mang trén khong gian
topo X véi cac tinh chat mang trén siéu khong gian
Pixley—Roy PR[X] twong tng ctia nd va da thu duoc
nhing két qua quan trong. Cu thé 14 néu siéu khong gian
Pixley—Roy PR[X] c6 cn-mang dém duoc (twong ing, sp-
mang va mang Pytkeev chit), thi x ciing vy va néu siéu
khéng gian Pixley-Roy PrR[X] la khdng gian cosmic
(twong Gmg, R,-khdng gian, va R, -khong gian chat), thi
x cling vay.

Bén canh do, cac tac gia da dat ra mot s6 bai toan mo lién
quan dén siéu khong gian Pixley—Roy PR[X] (xem [2])
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Trong bai b&o nay, nhom tac gia nghién ciru mdi lién
hé cta mot s tinh chét topo giita khong gian topo (X, 7)
va siéu khodng gian Pixley—Roy PR[X] cua khong gian
topo (X,7).

Tat ca cac khong gian topo trinh bay trong bai bao nay
duge quy udce la khong gian Hausdorff, con khai niém va

thuat ngir khac néu khong noi gi thém thi dugc hiéu thong
thuong (xem [3]). Ngoai ra, nhom tac gia st dung thém ky

hiéu: UU = H{A: Aeli}.
2. Co s6 li thuyét va phwong phap nghién ctru
2.1. Co 56 li thuyét

Gia st (X,7) la modt khong gian topo va ki hiéu
PR[X] laho gdm tat ca cac tap con khac rdng hiru han cia
X.

Véimoi neNN, ta dat

PR, [X]={Ac X 1< Al<n}.
Khi d6, PR[X] = U PR, [X]
neN
Giasu F,Ac X, tadat
[F,A]={H ePR[X]:F cH c A}.

Trén PR[X] ta xét ho
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B ={[F,V]:F ePR[X],V e}.

B6 dé 2.1.1 ([4]). B ld co s6 ciia mét topo ndo dé trén
siéu khong gian Pixley-Roy PR[X].

Pinh nghia 2.1.2 ([4]). Topo duogc xé4c dinh trong B dé
2.1.1 dugc goi la topo Pixley-Roy cua PR[X], va
PR[X] cung vdi topo nay dugc goi 1a siéu khong gian
Pixley—Roy.

DPinh nghia 2.1.3 ([3], [4]). Cho (X,7) 14 mot khong gian
topo. Khi do,

(1) (X,7) duoc goi la khong gian thoa man fién dé
dém dwoc thir nhat néu tai mdi diém cia X, ton tai co s&
lan can dém duoc.

(2) (X,7) duoc goi la khong gian théa mdn tién dé
dém dwoc thir hai néu x c6 co so dém duoc.

(3) (X,7r) duogc goi 1a khong gian Lindelsf néu mdi
phtimd cia X, ton tai phu con dém duoc.

(4) (X,7) dugc goi 1a khong gian compact néu mdi
phti md ctia X, ton tai pha con hiru han.

Nhin xét. i voi khong gian topo (X, 7), cac khing dinh
sau la dung.

(1) Mdi khong gian thoa man tién dé dém dugc thit
hai la khong gian thoa man tién dé dém duoc thir nhat.

(2) Moi khong gian compact 1a khong gian Lindel6f.
2.2. Phuwong phap nghién ciru

Phuong phéap nghién ctu 1y thuyét ~dugc su dung
trong qua trinh thyc hién bai bao. Cu thé, nh(’)n} tac gia
nghién clru cac bai bao cua céc tac gia di trude, bang cach
twong ty hoa, khai quat hoa nham dua ra nhiing két qua
mai cho minh.

3. Két qua va danh gia
3.1. Két qui
Pinh 1i 3.1.1. Gid stz (X,7) la mot khong gian topo. Khi
ds, X la khong gian théa mén tién dé dém dwoc thir nhat
khi va chi khi siéu khong gian Pixley—Roy PR[X] la khong
gian théa man tién dé dém duwoc thir nhat.
Ching minh.

_ Diéu ki¢n can. Gia st X 1a khong gian thoa man tién
dé dém duogc thir nhat. Khi d6, véi moi X € X, ton tai co
s0 lan can giam va dém duogc

B, ={B,(x):neN}.

Véimoi F e PR[X], tadat

8. ={[F. JB.l:ne N}

xeF
Khi d6, B¢ 1a ho dém dugc trong PR,[X]. Nhu vay, dé
hoan thanh chimg minh, ta chi can chimg t6 ring B la
co sO 14n can cua F trong PR,[X].

That vy, gia st V' 1a 1an cén cta F trong PR, [X].

Khi do, ton tai V mo trong X sao cho
Fe[FV]cV (1)
Bsivi FcV vaV mo trong X nén ta suy ra voi moi
xeF, tontai n, € N sao cho
xeB, (x)cV. (2)
Bay gio, ta dat
n(F)=sup{n, :xe F}.
Khi d6, vi F hitu han nén n(F)=max{n, : xe F}. Hon
nira, vi B, 1a gidm véi moi X F nén
By(r) (X) =B, (X) voimoi X e F.
Két hop (2) ta thu duoc
UBm B, V. ®

xeF xeF
Tur (1) va (3) tasuy ra
[, U By, (0] c[FVIC V.
xeF
Nhu vay B 1a co sd lan can tai F trong PR[X].
Piéu kién di. Gia st PR[X] 1 khong gian thoa man

tién dé dém duoc thi nhét. Ta chimg minh ring, X ciing
la khong gian thoa man tién dé dém dugc thir nhat.

Thét vay, gia st x € X, va dat

H ={x} e PR[X].
Boi vi PR[X] 14 khong gian thoa man tién dé dém dugc
thir nhat nén tai H, ton tai co sé 1an can dém duogc. Do do,
ton tai {U,} <z sao cho

By ={[H.U,]:HcU,er,neN}.
Ta dat

B, ={U,:neN}.
Dé hoan thanh chimg minh ta chi can chimg t6 rang B, la
co sO 1an can tai x trong X.

That vay, gia st U 12 mot 1an cén ctua x. Khi do, ton
tai W € 7 sao cho

xeW cU.
Boi vi [H,W] mo trong PR[X] va B 1a co sé lan cén
cia H trong PR[X] nén ton tai N € N sao cho
He[H,U,]c[H W]
Bay gio, néu U, ¢ W, thitontai zeU, \W. RS rang ring
[HHU{z}]<[H,U,1c[H W]
Boi vi (Hu{z}) e[H,H U{z}] nén(H u{z}) e[H W],
kéo theo (H u{z}) cW , suy raz eW, day 1a mot mau
thuan. Do do, U, cW.
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Nhu vy, ton tai N e N sao cho
U,cWcU,

Do d6, B, 1a co s6 1an can dém duoc tai x trong X.

B6 dé 3.1.2. Gid sir (X,7) la mét khéng gian topo. Khi

ds, néu U la mét tap mo trong siéu khong gian Pixley—
Roy PR[X], thi Ul la mét tap mé trong X.

Chitng minh.
Gia sit x e U khi @6 ton tai F e sao cho x e F.
Boivi F €U nén tdn tai tip V mé trong X sao cho
FelFV]cU.

Mit khac, vi F 'V nén x eV. Do d6, ta chi can chiing t6
rﬁng V <.

That vay, gia st z €V, khido
Fc{z}UuF V.
Diéu nay ching t6 rang
{3UF e[FV]cU.
ze{z}uF cUU.
Nhu vay, V < UU, do d6 U 1a mot tip mé trong X.

DPinh li 3.1.3. Gid sir (X,7) la mét khéng gian topo. Khi

do, X la khong gian topo roi rac khi va chi khi siéu khong
gian Pixley—Roy PR[X] la khdng gian topo roi rac.

Suy ra

Chitng minh.

Piéu kién cd‘n.‘Gié su X la khong gian topo roi rac.
Ta chung minh rang, PR[X] ciling 1a khéng gian topo
roi rac, nghia 1a moi tap con bat ky ctia PR[X ] déu la tap
hop mé.

That vay, gia st A < PR[X] va F e A. Khi do,

Fe[F,F]c A.
Boivi F 1a mét tdp mo trong X nén [F,F] la mét tdp mé
trong PR[X]. Nhu vdy, A m¢ trong PR[X], do do
PR[X] la khong gian topo roi rac.

Piéu kién du. Gia st PR[X] 1a mot khong gian topo
rdi rac. Ta ching minh ring X ciing 1a khong gian topo
101 rac.

That vay, gia st F < X, khi d6 véi XxeF ta dit

K ={x}. Boi vi {K}<PR[X] nén theo gia thiét diéu
kién du ta suy ra {K} mo trong PR[X]. Nho Bo dé 3.1.2
ta suy ra

WHK}=K ={}
la tip mo trong X. Nhu vay, F = U{X} la tAp hop m&

xeF
trong X. Do d6, X la khong gian topo roi rac.
Pinh li 3.1.4. Siéu khdng gian Pixley—Roy PR[X] la khong
gian kha ly khi va chi khi X la tap dém duorc.

Chirng minh.

Piéu kién can. Gia sit PR[X] la khong gian kha ly
nhung X la tap qua dém duogc. Boi vi PR[X] la khong
gian kha ly nén trong PR[X], ton tai tap con dém duoc tru
mat

A={F,:neN}.
Hon niia, vi X 1a qua dém duoc va UA dém dugc nén
tontai X € X sao cho x ¢ J.A. Mit khéc, vi {x} € PR[X]
nén {x}ec1(A). Khi do, vi [{x}, X] 1a lan cdn m& cua
{x} nén

G X]InA =D

Do d6, ton tai K e A sao cho {xX}c K c X, kéo theo
x eUA, day 1a mot mau thudn. Nhu vay, X dém duoc.

Diéu kién dii. Gia st X 1a tip dém dugc. Khi do,
PR[X] la tap dém duoc. Nhu vay, PR[X] la kha ly.
DPinh 1i 3.1.5. Siéu khéng gian Pixley—Roy PR[X] la khéng
gian Lindel6f khi va chi khi X la tdp dém duoc.
Churng minh.

Piéu kién can. Gia st rangPR[X] la khong gian
Lindeléf nhung X 14 tap qua dém dugc. Ta xét ho

% ={[F.U]: F cpr[X]U e }.

Khi d6, B 1a mot phii mé cia PR[X]. Boi vi PR[X] Ia
khong gian Lindeldf nén ton tai phi con dém dugc
p={[F,.U,]:neN}.
Mit khac, boi vi X 1a qua dém duoc va U F, dém dugc
neN

nén ton tai X & U F,. Hon nira, ta cd
neN

{3¢[F,U,] vé6imoi neN.
That vdy, gid sir nguoc lai ring, ton tai N € N sao cho
{¢elF, U,
Khi d6,
F,c{}cU,,
kéo theo

Fo={dc (R

neN
Diéu nay mau thuin véix ¢ | J F.
neN
Nhu vay, {d¢| P, mau thudn voi 9 1 phi cua
PR[X]. Do d6, X 1a dém dugc.

Diéu kién dii. Gia st X 1a tip dém dugc. Khi do,
PR[X] la tdp dém dugc. Nhu vay, PR[X] la khdng gain
Lindelof.
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3.2. Ddnh gid

Céc két qua chinh trong bai bao duoc thé hién & cac

binh 1{3.1.1, 3.1.3, 3.1.4 va 3.1.5. Trong do:

_-binhli3.1.1 khéng dinh rang tinh chit thoa mén tién
de dém duogc thir nhat 1a twrong duong gitra khong gian topo
X' va siéu khong gian Pixley—Roy PR[X].

- Pinh li 3.1.3 khang dinh rang tinh chit roi rac 1a tuong
duong gitra khong gian topo X vasiéu khong gian Pixley—
Roy PR[X].

- Pinh 1i 3.1.4 va 3.1.5 1a diéu kién dé siéu khdng gian
Pixley—Roy PR[X] la kha ly, Lindel®f.

4. Két luan

Trong nghién cuu nay, nhom tic gid da dua ra va
chiing minh chi tiét 4 két qua mdi v€ moi lién hé gilra
cic tinh chét topo ciia khong gian topo (X,7) véi siéu

khéng gian Pixley—Roy PR[X] cua khong gian topo
(X,7) . Nho dé, cac két qua cuia bai bao da gop phan lam
phong phu cho linh vye nghién ctru Iy thuyét vé mang, ly
thuyét k-mang trong topo dai cuong.
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