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Tém tit - Xét moédun M théa man didu kién: “Néu véi moi 4, B
1a cAc modun con ctia M saocho 4= B, A 14 hang tir truc tiép
cuia M A#M thi B ciing 1a mot hang t truc tiép ciia M ” va
goi dieu kién nay la PC2. Trong bai bdo nay, tac gia dua ra mot
6 dic trung cua modun thoa man diéu kién PC2, con goi 1a
PC2 -modun. Modun M 13 PC2 -mddun khi va chi khi véi mdi
R -doncdu o : P — M ,trong d6 P 1a mot hang tir truc tiép cua
M P#M va P#M z=#1, théamin z(M)=P thi ton tai
fe End(M) saocho 7o ffoa =1p.Téc gid cling da chi ra ring
mdi médun théa man diéu kién €2 thi théa mén didu kién PC2
va mbi modun théa mén diéu kién PC2 ciing théa min diéu kién
C3.Ddng thoi, bai bao ciing d& cap dén mot sé ddc trung ciia
vanh PC2 Vanh R lavanh PC2 phai khi va chi khi moi ddng

CAu aR > eR, ac R, &’ =ce R, e#1 déumdrong dén R

Tiwr khéa - PC2 -modun; C2 -modun; C3 - modun

1. Gi6i thiéu van dé

Khai niém modun ngi xa dugc Baer gidi thi¢u dau tién
vao nam 1940. Nhitng nam sau do, khai niém nay va cac
khéi niém mo rong cua ndé dd nhan dugc su quan tim
nghién ctru ciia nhiéu tic gia trong va ngoai nudc. Nhidu
tac gia dd nghién ctru cdu trac vanh va cac 16p modun lién
quan thong qua cac diéu kién C1, €2, C3([1], [2], [3],
[4]). Theo @0, diéu kién C1, C2, C3 nhu sau:

C1: Moi mbédun con cia M déu ct yéu trong mot
hang tir truc tiép cua M.

C2: Néu 4 va B 1a cac mddun con cia M, A= B
va A 1a hang tr tryc tiép cuia M thi B ciing 14 hang tir truc
tiép cta M.

C3: Néu 4 va B la cac hang tir truc tiép cuia M va
ANB= 0 thi 4® B ciing 1a mot hang tir truc tiép ctia M.

Modun M dugce goi la C2 - médun néu théa man
diéu kién C2. Modun M duoc goi 1a €3 — médun néu
thoa man diéu kién C3. Trong cac tac gia nghién ctu
thanh cong nhit vé modun théa mén diéu kién
Cl1, C2, C3 phai ké dén Utumi, Yousif, Oshiro,... Ho da
dua ra nhiéu dic trung cia cac 16p vanh ¢ dién théng qua
cac diéukién C1, €2, C3. Téc gia Utumi di ching minh
vanh ty ndi xa thoa man ca 3 didu kién C1, €2, C3 ([4]).
Moi modun thoéa diéu kién C2 thi ciing thoa diéu kién
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C3 ([2]). Cac két qua ciia ho da dong gop cho sy phat
trién cua Iy thuyét vanh va médun. Trong bai bao nay, tic
gia xét thém gia thiet 4 # M trong diéu kién C2 va goi
la diéu kién PC2: néu véi moi 4,B 1a cac modun con
ciia M saocho 4=B, A lahang ti tryc tiép cia M,

A#M thi B cling la hang tir truc tiép cia M. Mbddun
M dugc goila PC2— médunnéu M thoa man dleu kién
PC2. Vanh R dugc goi la vanh PC2 phai néu R, la
PC2-modun. Muc dich nghién ctru trong bai bao la
nghién ctru mdi lién hé gitra médun thoa man diéu kién
PC2 véi modun théa man didu kién €2, €3; Lam 1o
dac trung cua mdédun PC2 va vanh PC2. Téc gia da
chtng minh dwgc moi médun théa man diéu kién PC2
thi ciing thoa man diéu kién €3, mdi C2-mddun la
PC2-mbdun va hang tir tryc tiép cia PC2- mddun
ciing 1a PC2 - mddun; Ddng thoi dua ra cac diéu kién
twong duong cia PC2-mddun. Cac diéu kién twong
duong ciia vanh PC2 dugc trinh bay trong Ménh dé 9.
Hon nita, néu R 1a vanh PC2 phaithi eRe ciing la vanh
PC2 phaivéi ee R, e=1 la phan tir lily dang thoa man
didu kién ReR = R. Viéc nghién ctru diéu kién PC2 c6
¥y nghia quan trong trong viéc nghién ctru ly thuyet vanh
va modun. Diéu nay tao nén dong luc thuc day cac nha
nghién ciru quan tdm dén sy mé rong cua 16p modun nay.
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Bai b4o nay, tic gia luon gia thiét vanh R 1a vanh két
hop c6 don vi 120 vamoi R — modun dugc xét 1a moédun
unita. Ta ky hiéu M, déchi M 1a R—mddun phai. Khi
khong so nhdm 1an gi vé phia ctia modun, viét M thay cho
M. Ky hiéu N <M (twong tng N <® M) déchi N la
modun con ciia M (twong img N 13 hang tir tryc tiép cia
M ). Céc khai niém va ky hiéu duoc dung trong bai bao
tham khao tir céc tai liéu ([2], [5], [6], [7])-

2. Két qua
Trude hét, dinh nghia médun va vanh PC2 nhu sau:

Pinh nghia 1. Cho M 1amot R — modun. Ta xét diéu kién
sau:

PC2:Néu 4 va B lacacmddunconcia M, A=B
va A 1a hang tir tryc tiép cia M, 4#M thi B cing la
hang tir tryc tiép ciia M.

Modun M dugc goi la PC2— médun néu M thoa
man diéu kién PC2 . Mot vanh R dugc goi la vanh PC2
phainéu R, 14 PC2 - modun.

Vi du 2. (1) Mdi médun khong phan tich dugc 1a PC2 -
modun.

Thét vay, giasit A=B<® M, B M. Vi M khong
phén tich dugc nén B=0. Dodo 0=A4<® M.

Dic biét, Z-mdédun Z thoa man diéu kién PC2
nhung khong thda man diéu kién C2.

(2) Vanh dja phuong R c6 2 lily dang 1a 0 va 1 nén R,
la médun khong phén tich duge. Vay R 1a vanh PC2.

Tiép theo, tic gia dua ra mdi lién hé giita diéu kién
PC2 va C3 nhu sau:

Ménh dé 3. Néq moédun M thoa man diéu kién PC2 thi
M thdéa man diéu kién C3.

Chirng minh. Giasit A<® M, B<® M va 4nB=0.
Ta cin chimg minh 4A® B <® M.

Néu 4=0 hodc B=0 thi A®B<® M.

Néu A#0 va B#0 thi A=M va B= M.

Vi A<® M nén M = A4® A’ véi A’ <M. Xét phép
chiéu 7 :M — 4" v6i kerr=A4.V6imoi be B<M,
b=a+d, trongd6 ae A, a’e A, tacé:

z(b)=rw(a+ad’)=d'e 4
nén 7(B)c A

R& rang, dong ciu 7Z'| g B 7Z'(B) 1a déng c4u. Do do,
dé chimg minh A®B <®M ta sé ching minh
A®7(B)<® M. Vi M théa man diéu kién PC2 va
B<® M, BzM, B=x(B) nén z(B)<®M. Ma
7(B)c A nén A'=n(B)®C véi C<4. Suy ra,
M=A4®7x(B)®C. Vay M théa man diéu kién C3.

Hé¢ qua 4. Néu M@ M 1a PC2-mbddun thi M 1a
C2 — modun.

Chitng minh. Theo Ménh dé 3, MeM Ila
C3-mddun; Néu M ®M la C3-—modun thi M 1la
C2- modun (theo [5]). Vay M 1a C2- mddun khi
M @M la PC2-mdbdun.

Nhan xét 5. Tir djnh nghia médun PC2, mdi médun C2
lamodun PC2 nén ta duge mbi lién hé gitta C2 — modun,
C3 - mdédun va PC2 - mddun nhu sau:

C2-modun = PC2-modun = C3- modun.

Mgénh dé 6. Hang tir tryc tiép ciia mot PC2 — modun ciing
la mot PC2 - modun.
Chirng minh. Gia st M 1a PC2 - mddun va L 1a hang tir
tryc tiép cuia M. Ta can chimg minh L 13 PC2 - mddun.
Goi A lahang tirtructiépcua L saocho A4# L va A=B
v6i B < L, ta can ching minh B <®L

Vi A<® L nén L=A®X v6i X<L, X#0. Ma
L<®M nén M=L®Y véi Y<M. T do suy ra
M=A®X®Y nén A<® M va A#M (do A#L).Vi
M 1a PC2-mddun va A=B nén B<® M. Do d6
M = B @ Z. Theo luat modular ta co:

L=MNL=(B®Z)NL=B®(ZNL).

Dodo B<® L. Vay L 1a PC2 - mddun.

Dinh 1y sau déy cho ta cac diéu kién can va du dé mot
modun 1a PC2 — mddun.

Pinh ly 7. Cho médun M, va E=End(My). Khi do,
cac diéu kién sau tuong duong:

(1) My la PC2 - modun;

(2) V6i N <M, P la hang tir tryc tiép cia M va
P#M, néu o:N — P la R— dang cau thi ¢ mo rong
toi feE;

(3)Néu &: P - M 1a R—donciuvéi P 1a mot hang
tir tryc tiép cia M va P# M thiton tai € E sao cho
Boa=i, trongdd i: P — M laddng cau nhiing;

(4)Néu o : P - M 1a R—donciuvéi P 1a mot hang
t(rtructiép cia M, P#M va 7’ =z€ E, 7 #1,, thoa
min 77(M)=P thitontai S€ E saocho wofoa=1,.

Chirng minh.

(1)=(2) Cho N <M, P lahang tir truc tiép cua M,
P#M va ¢:N — P la R—dang chu, M, 1a PC2-
moédun nén N<® M. Do do, ton tai N'<M thoa
M =N®N’. Xét dong cau o’:M — M xac dinh baoi

o'(n+n’)=0(n) véi moi neN,neN, ta cb

O_l

y =0.Viy ¢’ lamé rong cua o.

(2)=(3) Giasir @:P —» M 1a R—don chu véi P
la mét hang tir truc tiép cuia M, P=#M. Khi do,
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c:a(P)—P véi o(a(p))=p. pe P la R-dang
céu. Theo (2), o mo rong dén Se E. Khi d6, véi moi
pe P, taco:

Bea(p)=B(a(p))=c(a(p))=r=i(p)
nén foa=i.

(3)=(4) Gidsr : P — M la R—don chu véi P
la mot hang ti truc tiép cia M, P= M. Khidé, ton tai
SeE saocho foa=i, trongdd i: P — M laddng cau
nhing. Suy ra véi moi pe P, ta co:

zofoa(p)=moi(p)=p.
Vivdy mofloa=1p.

(4)=(1) Gia st N<M, N=P véi P<®M,
P#M, g0i @:P — N 1a R— ding cau. Ta chimg minh
N<® M. Vi P<® M nén ton tai 72 =z E sao cho
7(M)=P. Boi(4), ton tai S E saocho 7o foa=1.

Diat O=coomofc E.V6imoi me M, tacod
6" (m)= (oo foarors B)(m) = (o1, oo f)(m)
= (aozo f)(m)=06(m),
Suy ra, 6° = 6. Tir d6 suy ra
O(M)=comof(M)caon(M)=0(P)cN.
Do d6, (M) c N.
Laicd Boa=aomofoax=0cl, =0 va
N=a(P)=6(a(P))co(M).
Vay 6(M)=N. Ta c6 6cE va 6°=6 nén
M =Im@Dkerd =N ®ker6, suyra N<® M. Vay M,
la PC2 - modun.

Sau day la dac trung cia vanh PC2.

H¢ qua 8. Cho R 13 mot vanh. Khi do, cac diéu kién sau
tuong duong:

(1) R lavanh PC2 phai;

(2) Mbi R - dang cau o : N — P déu mo rong dén tu
ddng chu S cla R, trong d6 N 13 idéan phai cia R, P
14 hang tir truc tiép that sy cia R;

(3) Véi mdi R—don ciu o : P — R, ludn ton tai tw
dong ciu /B clia Ry, saocho foa =i ,trongdd P 1ahang
tr truc tiép thatswcia R, i:P— R la déng cAu nhiing;

(4) V6i mdi R—don cdu o:P >R, #t=x latu
déng cAu cua Ry, m#1, thoa man diéu kién iz'(R) =P,
trong d6 P 1a mot hang tr truc tiép that sy cia R, ludén
ton tai tw dong cau S cua Ry saocho mwo foax=1,.

M¢énh dé 9. Cho R 1a mot vanh. Khi do, cac diéu kién sau
twong duong véi nhau:

(1) R lamot vanh PC2 phai;

(2)M(_)id§1ngcéu aR = eR, ac R, e =ecR, el
déu mo rong téi R;

(3) Néu r(a)=r(e), acR, e®=eceR, ezl thi
e€ Ra;

(4) Néu r(a)=r(e), acR, e’ =eceR, ezl thi
Re = Ra;

(5) Néu RacReclr(a),ae R, ¢*=ecR, e#l
thi Re = Ra;

(6) Néu aR laxaanh, ae R va r(a)#0 thi aR 1a
mdt hang tir truc tiép cia Rp.

Chirng minh.

(1)=(2) Goi ¢:aR—eR la ding chu. Ta c6
eR<® R, e#1 nén eR # R. Hon nita, R 1a mot vanh
PC?2 phiinén aR<® R. Pit f=¢op véi p:R—aR
1a phép chiéu chinh tic. Khi d6, foi=gopoi=¢ vavi
vay f lamd rongcua ¢@.

(2)=(3) Véi r(a)=r(e), acR, e =ecR va
e#1, ta chung minh ee Ra. Xét ¢:aR —eR voi
¢(ar) = er. Takiém tra dugc ¢ la dong cau.

Véi moi ar,ar, € aR thoa man ¢@(ar) = @(ar,). Khi
do, er =er, nén e(n—r,)=0, suy ra
n—r,er(e)y=r(a). Do d6 a(r,—r,)=0 hay arn =ar,.
Vay ¢ la don ciu. Véimoi ye eR, y=en, e R, taco
ar, € aR va ¢(ar) =er, =y nén ¢ la toan chu. Do d6 ¢
la dang céu.

Theo (2) thi tdn tai ¢ : R — R sao cho (Z| L =9. Taco

e=¢(a)=¢(a)=¢(1)-ac Ra.

(3)=(4) Véi r(a)=r(e), acR, e =eeR va
e#1, tadugc ee Ra nén Re C Ra. Lai co r(e) cr(a)
nén aelr(e)zl((l—e)R)zRe. Do d6 Ra c Re. Vay
Ra = Re.

(4)=(5) V6i Rac Recir(a), e =ec R vae=1.
Tod Rac Re ta duoc
r(a)2r(e). Ma Reclir(a) nén r(e)2rir(a)=r(a).

Do d6 r(a)=r(e). Theo (4), ta dugc Re = Ra.

Ta ching minh Re= Ra.

(5)=>(6) Néu aR laxaanh, ae R va r(a)#0 thi
toan cau £:R—aR véi &(r)=ar ché ra. Suy ra
ker£<® R. Ma

keré={xe R|ax=0}={xe R|xe r(a)}=r(a)
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nén, suy ra ton tai phan trr liy ding e' sao cho
r(a) =¢R= r(l—e/). Dit e=1—¢' thi r(a) = r(e)
: (do  r(a)=0).

=e, e=1
lr(a) - lr(e — Re nén a € Re.Dodd Ra C Re.

véi e Suy ra
Mt khéc, r(a) C r(e) nén e € lr(a). Tur d6 ta duge

Ra C Re CIr(a). Theo (5), ta duoc Ra = Re.

Do Ra = Re nén e=ra va a=re, 1,1, €R, suy

ra ae=ara va ae=a nén a=ara Khi doé
- " 12 n . 7

ar, =aran,. Pat e =ar ta dugc e " =e". Lai co

a=ara= ’ace’R mnén aRCe"R. Mit khac,

e = ar, € all nén ¢"R C aR. Suyra aR = ¢"R <" R.
Viy aR 1a mot hang tir tryc tiép ciia R,.

(6)= (1) Giast N <R,, N=ecR véi eR = R. Ta
chimg minh N <° R,

Goi ¢p:eR— N la déng chu. Dit q = ¢(e) ta duoc
aR = ¢(eR) = N. Ta kiém tra dugc r(a) = r(e). That
vay,néu z € r(a) thi az = 0 hay ¢(ex) = ¢(e)z = 0. Ma
¢ 1a don cAu nén suy ra ez = 0. Do d6 z € r(e) hay
r(a) C r(e). Nguoc lai, néu z € r(e) thi ez = 0. Suyra
0=¢(ex)=¢(e)r=azx. Do d6 =z €r(a)
r(e) C r(a).

Néu r(a) = 0 thi r(e) = 0. Suy ra Ir(e) = 1(0) = R
nén Re=R. Ma ReNR(l—e)=0 nén R(1—e)=0.
Suyra e =1 nén eR = R (mau thuin gia thiét). Do d6
r(a) = 0. Tu (6), ta dugc aR <" R,. Vay R la vanh
PC2 phai.

Ménh @& 10. Néu R 1a vanh PC?2 phai thi eRe ciing la

vanh PC2 phaivéi e € R, e = 1 la phan tir lily dang thoa
ReR = R.

nén

Chimg minh. DAt § = eRe. Gidst 1, (a) = 1, (f) voi
aeS, f*=feS, f=1.Canchimgminh f € Sa.

Trude tién, ching minh 7, (a) = 7, (f). That vay, véi
moi r € TR((I) taco ar =0. Laicd a € S nén a =erne
v6i 1, € R, suyravéimoi z € R taco

a(ETIE) = aerre = (67”16) erre = (67’16) rre = arre = O
Va erze € § = eRe nén erze €, (a) =Ty (f) Do @6,
f(eme) =0. Laico f € S nén f =ere voi r, € R, suy

ra 0= f(em’e) = (er?e) erre = (ege) rre = frxe.

Taco ReR =R nén 1= ia{eb[, V61 a,,b, € R, suyra
i=1
fir)= i:fmzebi = i(fmze)bi =0

i=1 i=1

(do froe =0 v&imoi = € R). Do do, r €1, (f). Vay
TR(a)grR(f).
V6i moi rern,(f) hay fr=0. Vi fe=f nén

f(emz.e) = frae=0.Laico erae €S nén
erae €, (f) =7 (a).

Do do a(emze) =0.MaReR=R nénl= i:aiebi , suy
i=1
ra ar = iam[ebl = i(aem{e) b, =0 (do ae = a) Vay
i=1

e n o) bay () i (o).

R 1a vanh PC?2 phai nén theo Ménh dé 9 ta duoc
f € Ra. Ma

[=ene= e(er:ze):ef € eRa,

eRa =eR (erle) = eRe(eﬁe) = Sa,
suyra f € Sa. Vay eRe cling la vanh PC?2 phai.
Dinhly 11.Cho R — mddun M, va E = End(M,). Khi
do, cac diéu kién sau dugc thoa man:

1. Néu E la vanh PC2 phai thi M

R

la PC2—
modun. )

2. Chiéunguoc lai trong (1) ding néu ker o dugc sinh
raboi M véi 1, (o) <° B,

Chirng minh.

l. Goi a:P — M la R—don chu véi P <® M,
P=M var =n€E théa n(M)=P. Do P=M
nén m=1 . Khi d, M =Immr @ kermr =P & Q voi
kerm = Q. Tadinh nghia @ € E bdi &(erq) = a(p),

suy ra &|P =o. Taco

ker&:{erqlpEP, qE€Q, &(erq):O}
={p+alpeP qeQ a(p)=0}
:{p+q|p€P, qu,pEkera}.
Vi a 1a don cdu nén ker o = 0, suy ra
ker&z{q|q6@}:kerﬂ'.
Khi do,
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rE<a>:{/\€E|&o)\:0}
={reB|@or(m)=0,vme M}

={\eB|A(m)ckera = Q,vm € M}

:{)\eE|7ro/\<M):O}:rE(7r).

Vi E 1a PC2—vanhphdinén = ¢ Ea ,suyran = f3oa
voi 8 € E. Voimoi p € P,

mofoalp)=mopfoa(p)=mor(p)=r(p)=p.

Theo Dinh 1y 7, M, 1a PC2 — mddun.

2. Gia st 7, (a) =7, (7‘(‘) trong d6 «€F,
7 =n€ B, m=1,. Déchimgminh E la PC2— vanh
phai ta ching minh 7 € Ea.

Téc gid s€ chira kera = kern. Tacod 7o (1 — 7r> =0
nén 1—7r6rE(7r):rE(a), suy ra ao(l—w) =0 hay
a=aom Lidy zeckermr ta cb w(z) =0, nén
a(m) = oz07r<x) =0
ker m C ker o. Mt khac,

hay =z €kera. Do do

ker oo = Z{G(M) |0 e HC E,H(M) - kera}.

Vdimoi@eH,tacéG(M)leranénaoG(M):O.
Suy ra HGTE(Q):rE(w). Do do, wof=0
nén  0(M)Ckerr. Do  do,

Vay ker a = ker .

ker o C ker 7.

Mit khac 7 =7 € E nén M = Im 7 © ker 7. Dt
ﬂ'(M):P, kerr=@Q. Gid st P=M, suy ra
kerm =0 nén (1—7)(M)=0. Do d6 m=1, (mau
thuan). Vivay P = M. Dodé P Nkera = 0 nén

kera|P :{x€P|oz|P (:z:):()}

:{xEP|a(fv):0}={0}.

Suy ra, a  1adon cdu. Vi M thoéa man didu kién PC?2
nén ton tai B € E sao cho Bo a|P =14 trong d6
i: P — M 1laphép nhing.

Néu ¢eq@ thi
(ﬂoa)(q):O:w(q), suy ra foa = . Néu peEP
thi

(Boa)(z)=(Boal,)(2) =i(p) = p = m(s)

Voi moi me M =PdQ ta dugc m = p+q VoI
peP vageq,
Boa(m)=pBoa(p+q)=pFoalp)+pBoalg
= 7(p) + m(q) = m(m). '
Dodé m = Boa € Ea. Viy F la PC2 — vanh phai.

Ta ching minh Boa = .

3. Két luan

_Bai bdo da trinh bay mot s6 két qua vé PC2 — modun.
Moi PC2 —mddun cing 1a C'3 —mb6dun (Ménh dé 3).
Ngoai ra, cac diéu kién twong duong cia PC2 — modun,
P(C2 — vanh duogc trinh bay trong DPinh ly 7, Hé qua 8,
Ménh dé 9. Pong thoi, vanh End (M) la PC2 — vanh khi

M 1a PC2 — mddun. Hon nira, véi e la phan tir lity dang
théa man di€u kién ReR = R, eRe s€la PC2 — vanh khi
R 1a PC2— vanh.

TAI LIEU THAM KHAO

[1] S.H.Mohamed and B. J. Muller, Continuous and Discrete Module,
London Math. Soc. Lecture Notes Ser, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1990.

[2] W. K. Nicholson and M. F. Yousif, Quasi-Frobenius rings,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2003.

[3] W.K. Nicholson and M. F. Yousif, “Weakly continuous and C2 —
ring”, Communications in Algebra, vol. 29, no. 6, pp. 2429-2446,
2001.

[4] Y. Utumi, “On continuous regular rings”, Canad. Math. Bull, vol. 4,
pp. 63-69, 1961.

[5] L.V.Thuyetand T. C. Quynh, Textbook of Modules and Rings, Hue
University Publishing house, 2019.

[6] F.W. Anderson and K. R. Fuller, Rings and categories of Modules,
Spinger - Verlag, New York, 1974.

[7] F. Kasch, Modules and Ring, L.M.S Monograph No. 17, Academic
Press, New York, 1982.



