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Tóm tắt - Xét môđun M  thỏa mãn điều kiện: “Nếu với mọi ,A B
là các môđun con của M  sao cho ,A B≅  A  là hạng tử trực tiếp
của M  A M≠  thì B  cũng là một hạng tử trực tiếp của M ” và
gọi điều kiện này là 2.PC  Trong bài báo này, tác giả đưa ra một
số đặc trưng của môđun thỏa mãn điều kiện 2PC , còn gọi là

2PC -môđun. Môđun M  là 2PC -môđun khi và chỉ khi với mỗi
R -đơn cấu : P Mα → , trong đó P  là một hạng tử trực tiếp của
M  P M≠  và P M≠  1Mπ ≠  thỏa mãn ( )M Pπ =  thì tồn tại

( )End Mβ ∈  sao cho 1Pπ β α =  . Tác giả cũng đã chỉ ra rằng
mỗi môđun thỏa mãn điều kiện 2C  thì thỏa mãn điều kiện 2PC
và mỗi môđun thỏa mãn điều kiện 2PC  cũng thỏa mãn điều kiện

3.C Đồng thời, bài báo cũng đề cập đến một số đặc trưng của
vành 2PC  Vành R  là vành 2PC  phải khi và chỉ khi mọi đẳng
cấu aR eR→ , a R∈ , 2 ,e e R= ∈  1e ≠  đều mở rộng đến R  

 Abstract - Considering module M  to satisfy the condition: 
“Whenever A  and B  are submodules of M  with ,A B≅  and A
is a direct summand of M  A M≠  then B  is a direct summand of
M ” and the author call this condition is 2.PC  In this paper, we give 
some characterizations of the module to satisfy the condition 2PC
also known as the 2PC -module. Module M  is a 2PC -module if 
and only if an R -monic : P Mα →  where P  is a direct summand 
of M  P M≠  and P M≠  1Mπ ≠  satisfies ( )M Pπ = , exists 

( )End Mβ ∈  with 1Pπ β α =   The author also show that each 
module satisfying condition 2C  satisfies condition 2PC  and every 
module satisfying condition 2PC  also satisfies condition 3.C  At 
the same time, the article also mentions some characterizations of

2PC  ring. R  is a right 2PC  ring if and only if every R -
isomorphism aR eR→ , a R∈ , 2 ,e e R= ∈  1,e ≠  extends to R  

Từ khóa - 2PC -môđun; 2C -môđun; 3C − môđun  Key words - 2PC -module; 2C -module; 3C − module  

1. Giới thiệu vấn đề 
Khái niệm môđun nội xạ được Baer giới thiệu đầu tiên 

vào năm 1940. Những năm sau đó, khái niệm này và các 
khái niệm mở rộng của nó đã nhận được sự quan tâm 
nghiên cứu của nhiều tác giả trong và ngoài nước. Nhiều 
tác giả đã nghiên cứu cấu trúc vành và các lớp môđun liên 
quan thông qua các điều kiện 1,  2,  3C C C ([1], [2], [3], 
[4]). Theo đó, điều kiện 1,  2,  3C C C  như sau: 

1 :C  Mọi môđun con của M  đều cốt yếu trong một 
hạng tử trực tiếp của .M  

2 :C  Nếu A  và B  là các môđun con của ,M  A B≅  
và A là hạng tử trực tiếp của M  thì B cũng là hạng tử trực 
tiếp của .M  

3 :C  Nếu A  và B  là các hạng tử trực tiếp của M  và 
 0A B∩ =  thì A B⊕  cũng là một hạng tử trực tiếp của .M  

Môđun M  được gọi là 2C − môđun nếu thỏa mãn 
điều kiện 2.C  Môđun M  được gọi là 3C − môđun nếu 
thỏa mãn điều kiện 3.C  Trong các tác giả nghiên cứu 
thành công nhất về môđun thỏa mãn điều kiện 

1,  2,  3C C C  phải kể đến Utumi, Yousif, Oshiro,... Họ đã 
đưa ra nhiều đặc trưng của các lớp vành cổ điển thông qua 
các điều kiện 1,  2,  3C C C . Tác giả Utumi đã chứng minh 
vành tự nội xạ thỏa mãn cả 3 điều kiện 1,  2,  3C C C  ([4]). 
Mọi môđun thỏa điều kiện 2C  thì cũng thỏa điều kiện 
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3C  ([2]). Các kết quả của họ đã đóng góp cho sự phát 
triển của lý thuyết vành và môđun. Trong bài báo này, tác 
giả xét thêm giả thiết A M≠  trong điều kiện 2C  và gọi 
là điều kiện 2 :PC  nếu với mọi ,A B  là các môđun con 
của M  sao cho ,A B≅  A  là hạng tử trực tiếp của ,M  
A M≠  thì B  cũng là hạng tử trực tiếp của .M  Môđun 
M  được gọi là 2PC − môđun nếu M  thỏa mãn điều kiện 

2.PC  Vành R  được gọi là vành 2PC  phải nếu RR  là 
2PC − môđun. Mục đích nghiên cứu trong bài báo là 

nghiên cứu mối liên hệ giữa môđun thỏa mãn điều kiện 
2PC  với môđun thỏa mãn điều kiện 2C , 3C ; Làm rõ 

đặc trưng của môđun 2PC  và vành 2.PC  Tác giả đã 
chứng minh được mọi môđun thỏa mãn điều kiện 2PC  
thì cũng thỏa mãn điều kiện 3,C  mỗi 2C − môđun là 

2PC − môđun và hạng tử trực tiếp của 2PC − môđun 
cũng là 2PC − môđun; Đồng thời đưa ra các điều kiện 
tương đương của 2PC − môđun. Các điều kiện tương 
đương của vành 2PC  được trình bày trong Mệnh đề 9. 
Hơn nữa, nếu R  là vành 2PC  phải thì eRe  cũng là vành 

2PC  phải với ,e R∈  1e ≠  là phần tử lũy đẳng thỏa mãn 
điều kiện .ReR R=  Việc nghiên cứu điều kiện 2PC  có 
ý nghĩa quan trọng trong việc nghiên cứu lý thuyết vành 
và môđun. Điều này tạo nên động lực thúc đẩy các nhà 
nghiên cứu quan tâm đến sự mở rộng của lớp môđun này. 
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Bài báo này, tác giả luôn giả thiết vành R  là vành kết 
hợp có đơn vị 1 0≠  và mọi R − môđun được xét là môđun 
unita. Ta ký hiệu RM  để chỉ M  là R − môđun phải. Khi 
không sợ nhầm lẫn gì về phía của môđun, viết M  thay cho 

.RM  Ký hiệu N M≤ (tương ứng N M⊕≤ ) để chỉ N  là 
môđun con của M (tương ứng N  là hạng tử trực tiếp của 
M ). Các khái niệm và ký hiệu được dùng trong bài báo 
tham khảo từ các tài liệu ([2], [5], [6], [7]). 

2. Kết quả 
Trước hết, định nghĩa môđun và vành 2PC  như sau: 

Định nghĩa 1. Cho M  là một R − môđun. Ta xét điều kiện 
sau: 

2PC : Nếu A  và B  là các môđun con của ,M  A B≅  
và A là hạng tử trực tiếp của ,M  A M≠  thì B  cũng là 
hạng tử trực tiếp của .M  

Môđun M  được gọi là 2PC − môđun nếu M  thỏa 
mãn điều kiện 2PC . Một vành R  được gọi là vành 2PC  
phải nếu RR  là 2PC − môđun. 

Ví dụ 2. (1) Mỗi môđun không phân tích được là 2PC −
môđun. 

Thật vậy, giả sử ,A B M⊕≅ ≤  .B M≠  Vì M  không 
phân tích được nên 0.B =  Do đó 0 .A M⊕= ≤  

Đặc biệt, − môđun   thỏa mãn điều kiện 2PC  
nhưng không thỏa mãn điều kiện 2.C  

(2) Vành địa phương R  có 2 lũy đẳng là 0 và 1 nên RR  
là môđun không phân tích được. Vậy R  là vành 2.PC  

Tiếp theo, tác giả đưa ra mối liên hệ giữa điều kiện 
2PC  và 3C  như sau: 

Mệnh đề 3. Nếu môđun M  thỏa mãn điều kiện 2PC  thì 
M  thỏa mãn điều kiện 3C . 

Chứng minh. Giả sử ,A M⊕≤  B M⊕≤  và 0.A B∩ =  
Ta cần chứng minh .A B M⊕⊕ ≤  

Nếu 0A =  hoặc 0B =  thì .A B M⊕⊕ ≤  
Nếu 0A ≠  và 0B ≠  thì A M≠  và .B M≠  

Vì A M⊕≤  nên M A A′= ⊕  với .A M′ ≤  Xét phép 
chiếu : M Aπ ′→  với ker Aπ = . Với mọi ,b B M∈ ≤  

,b a a′= +  trong đó ,  ,a A a A′ ′∈ ∈  ta có: 

( ) ( )b a a a Aπ π ′ ′ ′= + = ∈  

nên ( ) .B Aπ ′⊆  

Rõ ràng, đồng cấu ( ):B B Bπ π→  là đẳng cấu. Do đó, 

để chứng minh A B M⊕⊕ ≤  ta sẽ chứng minh 
( ) .A B Mπ ⊕⊕ ≤  Vì M  thỏa mãn điều kiện 2PC  và 

,B M⊕≤  ,B M≠  ( )B Bπ≅  nên ( ) .B Mπ ⊕≤  Mà 

( )B Aπ ′⊆  nên ( )A B Cπ′ = ⊕  với .C A′≤  Suy ra, 

( ) .M A B Cπ= ⊕ ⊕  Vậy M  thỏa mãn điều kiện 3C . 

Hệ quả 4. Nếu M M⊕  là 2PC − môđun thì M  là 
2C −  môđun. 
Chứng minh. Theo Mệnh đề 3, M M⊕  là 

3C − môđun; Nếu M M⊕  là 3C − môđun thì M  là 
2C −  môđun (theo [5]). Vậy M  là 2C −  môđun khi 

M M⊕  là 2PC − môđun. 
Nhận xét 5. Từ định nghĩa môđun 2,PC  mỗi môđun 2C  
là môđun 2PC  nên ta được mối liên hệ giữa 2C −  môđun, 

3C −  môđun và 2PC −  môđun như sau: 
2C − môđun   2PC − môđun   3C − môđun. 

Mệnh đề 6. Hạng tử trực tiếp của một 2PC − môđun cũng 
là một 2PC − môđun. 
Chứng minh. Giả sử M  là 2PC − môđun và L  là hạng tử 
trực tiếp của .M  Ta cần chứng minh L  là 2PC − môđun. 
Gọi A  là hạng tử trực tiếp của L  sao cho A L≠  và A B≅  
với B L≤ , ta cần chứng minh .B L⊕≤  

Vì A L⊕≤  nên L A X= ⊕  với ,X L≤  0.X ≠  Mà 
L M⊕≤  nên M L Y= ⊕  với .Y M≤  Từ đó suy ra 
M A X Y= ⊕ ⊕  nên A M⊕≤  và A M≠  (do A L≠ ). Vì 
M  là 2PC − môđun và A B≅  nên .B M⊕≤  Do đó 

.M B Z= ⊕  Theo luật modular ta có: 

( ) ( ).L M L B Z L B Z L= ∩ = ⊕ ∩ = ⊕ ∩  

Do đó .B L⊕≤  Vậy L  là 2PC − môđun. 
Định lý sau đây cho ta các điều kiện cần và đủ để một 

môđun là 2PC − môđun. 

Định lý 7. Cho môđun RM  và ( ).RE End M=  Khi đó, 
các điều kiện sau tương đương: 

(1) RM  là 2PC − môđun; 

(2) Với ,N M≤  P  là hạng tử trực tiếp của M  và 
,P M≠  nếu : N Pσ →  là R − đẳng cấu thì σ  mở rộng 

tới Eβ ∈ ; 

(3) Nếu : P Mα →  là R − đơn cấu với P  là một hạng 
tử trực tiếp của M  và P M≠  thì tồn tại Eβ ∈  sao cho 

iβ α = , trong đó :i P M→  là đồng cấu nhúng; 

(4) Nếu : P Mα →  là R − đơn cấu với P  là một hạng 
tử trực tiếp của ,M  P M≠  và 2 ,Eπ π= ∈  1Mπ ≠  thỏa 
mãn ( )M Pπ =  thì tồn tại Eβ ∈  sao cho 1Pπ β α =  . 

Chứng minh. 

( ) ( )1 2  Cho ,N M≤  P  là hạng tử trực tiếp của ,M  
P M≠  và : N Pσ →  là R − đẳng cấu, RM  là 2PC −

môđun nên .N M⊕≤  Do đó, tồn tại N M′ ≤  thỏa 
.M N N ′= ⊕  Xét đồng cấu : M Mσ ′ →  xác định bởi 

( ) ( )n n nσ σ′ ′+ =  với mọi ,  ,n N n N′ ′∈ ∈  ta có 

Nσ σ′ = . Vậy σ ′  là mở rộng của .σ  

( ) ( )2 3  Giả sử : P Mα →  là R − đơn cấu với P  
là một hạng tử trực tiếp của ,M  .P M≠  Khi đó, 
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( ): P Pσ α →  với ( )( )p pσ α = , p P∈  là R − đẳng 
cấu. Theo (2), σ  mở rộng đến .Eβ ∈  Khi đó, với mọi 

,p P∈  ta có: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )p p p p i pβ α β α σ α= = = =  

nên .iβ α =  

( ) ( )3 4  Giả sử : P Mα →  là R − đơn cấu với P  
là một hạng tử trực tiếp của ,M  .P M≠  Khi đó, tồn tại 

Eβ ∈  sao cho ,iβ α =  trong đó :i P M→  là đồng cấu 
nhúng. Suy ra với mọi ,p P∈  ta có: 

( ) ( ) .p i p pπ β α π= =    

Vì vậy 1Pπ β α =  . 

( ) ( )4 1  Giả sử ,N M≤  N P≅  với ,P M⊕≤  
,P M≠  gọi : P Nα →  là R − đẳng cấu. Ta chứng minh 

.N M⊕≤  Vì P M⊕≤  nên tồn tại 2 Eπ π= ∈  sao cho 
( ) .M Pπ =  Bởi (4), tồn tại Eβ ∈  sao cho 1 .Pπ β α =   

Đặt Eθ α π β= ∈  . Với mọi ,m M∈  ta có 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

2 1

         = ,
Pm m m

m m

θ α π β α π β α π β

α π β θ

= =

=

       

 

Suy ra, 2θ θ= . Từ đó suy ra 

( ) ( ) ( ) ( ) .M M M P Nθ α π β α π α= ⊆ = ⊆    

Do đó, ( ) .M Nθ ⊆  

Lại có 1Pθ α α π β α α α= = =      và 

( ) ( )( ) ( ).N P P Mα θ α θ= = ⊆  

Vậy ( ) .M Nθ =  Ta có Eθ ∈  và 2θ θ=  nên 

Im ker ker ,M Nθ θ θ= ⊕ = ⊕  suy ra .N M⊕≤  Vậy RM  
là 2PC − môđun. 

Sau đây là đặc trưng của vành 2.PC  
Hệ quả 8. Cho R  là một vành. Khi đó, các điều kiện sau 
tương đương: 

(1) R  là vành 2PC  phải; 
(2) Mỗi R − đẳng cấu : N Pσ →  đều mở rộng đến tự 

đồng cấu β  của RR  trong đó N  là iđêan phải của ,R  P  
là hạng tử trực tiếp thật sự của ;R  

(3) Với mỗi R − đơn cấu : ,P Rα →  luôn tồn tại tự 
đồng cấu β  của RR  sao cho iβ α = , trong đó P  là hạng 
tử trực tiếp thật sự của ,R  :i P R→  là đồng cấu nhúng; 

(4) Với mỗi R − đơn cấu : ,P Rα →  2π π=  là tự 
đồng cấu của RR , 1Rπ ≠  thỏa mãn điều kiện ( ) ,PRπ =
trong đó P  là một hạng tử trực tiếp thật sự của ,R  luôn 
tồn tại tự đồng cấu β  của RR  sao cho 1 .Pπ β α =   

Mệnh đề 9. Cho R  là một vành. Khi đó, các điều kiện sau 
tương đương với nhau: 

(1) R  là một vành 2PC  phải; 

(2) Mọi đẳng cấu aR eR→ , a R∈ , 2 ,e e R= ∈  1e ≠  
đều mở rộng tới ;R  

(3) Nếu ( ) ( ) ,r a r e=  ,a R∈  2 ,e e R= ∈  1e ≠  thì 
;e Ra∈  

(4) Nếu ( ) ( ) ,r a r e=  ,a R∈  2 ,e e R= ∈  1e ≠  thì 
;Re Ra=  

(5) Nếu ( ) ,  ,Ra Re lr a a R⊆ ⊆ ∈  2 ,e e R= ∈  1e ≠  
thì ;Re Ra=  

(6) Nếu aR  là xạ ảnh, a R∈  và ( ) 0r a ≠  thì aR  là 
một hạng tử trực tiếp của RR . 

Chứng minh. 

( ) ( )1 2  Gọi : aR eRφ →  là đẳng cấu. Ta có 

,eR R⊕≤ 1e ≠  nên .eR R≠  Hơn nữa, R  là một vành 
2PC  phải nên .aR R⊕≤  Đặt f pφ=   với :p R aR→  

là phép chiếu chính tắc. Khi đó, f i p iφ φ= =    và vì 
vậy f  là mở rộng của φ . 

( ) ( )2 3  Với ( ) ( ) ,r a r e=  ,a R∈  2e e R= ∈  và 
1,e ≠  ta chứng minh .e Ra∈  Xét : aR eRφ →  với 

( ) .ar erφ =  Ta kiểm tra được φ  là đồng cấu. 

Với mọi 1 2,ar ar aR∈  thỏa mãn 1 2( ) ( ).ar arφ φ=  Khi 
đó, 1 2er er=  nên 1 2( ) 0,e r r− =  suy ra 

1 2 ( ) ( ).r r r e r a− ∈ =  Do đó 1 2( ) 0a r r− =  hay 1 2.ar ar=  
Vậy φ  là đơn cấu. Với mọi ,y eR∈  1,y er=  1 ,r R∈  ta có 

1ar aR∈  và 1 1( )ar er yφ = =  nên φ  là toàn cấu. Do đó φ  
là đẳng cấu. 

Theo (2) thì tồn tại : R Rφ →  sao cho .
aR

φ φ=  Ta có 

( ) ( ) ( )1 .e a a a Raφ φ φ= = = ⋅ ∈  

( ) ( )3 4  Với ( ) ( ) ,r a r e=  ,a R∈  2e e R= ∈  và 

1,e ≠  ta được e Ra∈  nên .Re Ra⊆  Lại có ( ) ( )r e r a⊆  

nên ( ) ( )( )1 .a lr e l e R Re∈ = − =  Do đó .Ra Re⊆  Vậy 
.Ra Re=  

( ) ( )4 5  Với ( ),Ra Re lr a⊆ ⊆  2e e R= ∈  và 1.e ≠  
Ta chứng minh .Re Ra=  Từ Ra Re⊆  ta được 

( ) ( ).r a r e⊇  Mà ( )Re lr a⊆  nên ( ) ( ) ( ).r e rlr a r a⊇ =  

Do đó ( ) ( ).r a r e=
 
Theo (4), ta được .Re Ra=  

( ) ( )5 6  Nếu aR  là xạ ảnh, a R∈  và ( ) 0r a ≠  thì 

toàn cấu : R aRξ →  với ( )r arξ =  chẻ ra. Suy ra 

ker .Rξ ⊕≤  Mà 

{ } ( ){ } ( )ker | 0 |x R ax x R x r a r aξ = ∈ = = ∈ ∈ =  
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nên,
.
 suy ra tồn tại phần tử lũy đẳng 'e  sao cho 

( ) ( )1 .r a e R r e¢ ¢= = -  Đặt 1e e ¢= -  thì ( ) ( )r a r e=  

với 2 ,e e=  1e ¹  (do ( ) 0r a ¹ ). Suy ra 

( ) ( )lr a lr e Re= =  nên a ReÎ . Do đó .Ra ReÍ  

Mặt khác, ( ) ( )r a r eÍ  nên ( ).e lr aÎ  Từ đó ta được 

( )Ra Re lr aÍ Í . Theo (5), ta được .Ra Re=  

Do Ra Re=  nên 0
e r a=  và 1

,a re=  0 1
, ,r r RÎ  suy 

ra 0
ae ar a=  và ae a=  nên 0

.a ar a=  Khi đó 

0 0 0
.ar ar ar=  Đặt 0

e ar¢¢ =  ta được 2 .e e¢¢ ¢¢=  Lại có 

0
a ar a e a e R¢¢ ¢¢= = Î  nên aR e R¢¢Í . Mặt khác, 

0
e ar aR¢¢ = Î  nên .e R aR¢¢ Í  Suy ra .aR e R RÅ¢¢= £  

Vậy aR  là một hạng tử trực tiếp của .
R
R  

( ) ( )6 1  Giả sử ,
R

N R£  N eR@  với .eR R¹  Ta 

chứng minh .
R

N RÅ£  

Gọi : eR Nf   là đẳng cấu. Đặt ( )a ef=  ta được 
( ) .aR eR Nf= =  Ta kiểm tra được ( ) ( ).r a r e=  Thật 

vậy, nếu ( )x r aÎ  thì 0ax =  hay ( ) ( ) 0.ex e xf f= =  Mà 
f  là đơn cấu nên suy ra 0.ex =  Do đó ( )x r eÎ  hay 
( ) ( ).r a r eÍ  Ngược lại, nếu ( )x r eÎ  thì 0.ex =  Suy ra 

0 ( ) ( ) .ex e x axf f= = =  Do đó ( )x r aÎ  nên 
( ) ( ).r e r aÍ  

Nếu ( ) 0r a =  thì ( ) 0.r e =  Suy ra ( ) (0)lr e l R= =  
nên .Re R=  Mà (1 ) 0Re R eÇ - =  nên (1 ) 0.R e- =  
Suy ra 1e =  nên eR R=  (mâu thuẫn giả thiết). Do đó 
( ) 0r a ¹ . Từ (6), ta được .

R
aR RÅ£  Vậy R  là vành 

2PC  phải. 
Mệnh đề 10. Nếu R  là vành 2PC  phải thì eRe  cũng là 
vành 2PC  phải với ,e RÎ  1e ¹  là phần tử lũy đẳng thỏa 

.ReR R=  

Chứng minh. Đặt .S eRe=  Giả sử ( ) ( )S S
r a r f=  với 

2,  ,a S f f SÎ = Î  1.f ¹  Cần chứng minh .f SaÎ  

Trước tiên, chứng minh ( ) ( ).R R
r a r f=  Thật vậy, với 

mọi ( )R
r r aÎ  ta có 0.ar =  Lại có a SÎ  nên 1

a ere=  

với 1
,r RÎ  suy ra với mọi x RÎ  ta có 

( ) ( ) ( )1 1
0a erxe aerxe er e erxe er e rxe arxe= = = = =

Và erxe S eReÎ =  nên ( ) ( ).S S
erxe r a r fÎ =  Do đó, 

( ) 0.f erxe =  Lại có f SÎ  nên 2
f er e=  với 2

,r RÎ  suy 

ra ( ) ( ) ( )2 2
0 .f erxe er e erxe er e rxe frxe= = = =  

Ta có ReR R=  nên 
1

1 ,
n

i i
i

a eb
=

= å  với , ,i ia b R∈  suy ra 

( )
1 1

( ) 0
n n

i i i i
i i

f r fra eb fra e b
= =

= = =å å  

(do 0frxe =  với mọi x RÎ ). Do đó, ( ).R
r r fÎ  Vậy 

( ) ( )R R
r a r fÍ . 

Với mọi ( )R
r r fÎ  hay 0.fr =  Vì fe f=  nên 

( ) 0
i i

f era e fra e= = . Lại có i
era e SÎ  nên 

( ) ( ).i S S
era e r f r aÎ =  

Do đó ( ) 0.
i

a era e =  Mà ReR R=  nên 
1

1
n

i i
i

a eb
=

= å , suy 

ra ( )
1 1

0
n n

i i i i
i i

ar ara eb aera e b
= =

= = =å å  (do )ae a= Vậy 

( )R
r r aÎ  hay ( ) ( ).R R

r f r aÍ  

R  là vành 2PC  phải nên theo Mệnh đề 9 ta được 
.f RaÎ  Mà 

( )2 2
= ,f er e e er e ef eRa= = Î  

( ) ( )1 1
,eRa eR ere eRe er e Sa= = =  

suy ra .f SaÎ  Vậy eRe  cũng là vành 2PC  phải. 

Định lý 11. Cho R - môđun R
M  và ( ).R

E End M=  Khi 
đó, các điều kiện sau được thỏa mãn: 

1. Nếu E  là vành 2PC  phải thì R
M  là 2PC -

môđun. 
2. Chiều ngược lại trong (1) đúng nếu kera  được sinh 

ra bởi M  với ( ) .
E E
r Ea Å£  

Chứng minh. 

1. Gọi : P Ma   là R - đơn cấu với ,P MÅ£  
P M¹  và 2 Ep p= Î  thỏa ( ) .M Pp =  Do P M¹  

nên 1
M

p ¹ . Khi đó, Im kerM P Qp p= Å = Å  với 

ker .Qp =  Ta định nghĩa Ea Î  bởi ( ) ( ),p q pa a+ =  

suy ra .
P

a a=  Ta có 

( ){ }
( ){ }

{ }

ker | ,  ,  0

| ,  ,  0

      | ,  ,

 

 k .

     

er

p q p P q Q p q

p q p P q Q p

p q p P q Q p

a a

a

a

= + Î Î + =

+ Î

=

= Î =

+ Î Î Î

 

Vì a  là đơn cấu nên ker 0,a =  suy ra 

{ }ker | ker .q q Qa p= Î =  

Khi đó, 
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( ) { }
( ){ }      

| 0

| 0, 
E
r E

E m m M

a l a l

l a l

= Î

=

=

Î = " Î




 

( ){ }
( ){ } ( )

| ker ,    

       | 0 .

   

E

E m Q m M

E M r

l l a

l p pl

Î Î = " Î

= =

=

= Î 
 

Vì E  là 2PC - vành phải nên Ep aÎ , suy ra p b a=   
với .Eb Î  Với mọi ,p PÎ  

( ) ( ) ( ) ( ) .p p p p pp b a p b a p p p= = = =      

Theo Định lý 7, R
M  là 2PC -môđun. 

2. Giả sử ( ) ( )E E
r ra p=  trong đó ,Ea Î  

2 ,Ep p= Î  1
M

p ¹ . Để chứng minh E  là 2PC - vành 
phải ta chứng minh .Ep aÎ  

Tác giả sẽ chỉ ra ker ker .a p=  Ta có ( )1 0p p- =  

nên ( ) ( )1 ,
E E
r rp p a- Î =  suy ra ( )1 0a p- =  hay 

.a a p=   Lấy kerx pÎ  ta có ( ) 0,xp =  nên 

( ) ( ) 0x xa a p= =  hay ker .x aÎ  Do đó 
ker ker .p aÍ  Mặt khác, 

( ) ( ){ }ker | , ker .M H E Ma q q q a= Î Í Íå  

Với mọi ,Hq Î  ta có ( ) kerMq aÍ  nên ( ) 0.Ma q =  

Suy ra ( ) ( ).E E
r rq a pÎ =  Do đó, 0p q =   

nên ( ) ker .Mq pÍ
 

Do đó, ker ker .a pÍ   
Vậy ker ker .a p=  

Mặt khác 2 Ep p= Î  nên Im ker .M p p= Å  Đặt 
( ) ,M Pp =  ker .Qp =  Giả sử ,P M=  suy ra 

ker 0p =  nên ( )( )1 0Mp- = . Do đó 1
M

p =  (mâu 
thuẫn). Vì vậy .P M¹  Do đó ker 0P aÇ =  nên 

( ){ }
( ){ } { }

ker | 0

         = | 0 0 .
P P

x P x

x P x

a a

a

= Î =

Î = =
 

Suy ra, 
P

a  là đơn cấu. Vì M  thỏa mãn điều kiện 2PC  

nên tồn tại Eb Î  sao cho 
P
ib a =  trong đó 

:i P M  là phép nhúng. 
Ta chứng minh .b a p=  Nếu q QÎ  thì 

( )( ) ( )0 ,q qb a p= =  suy ra .b a p=  Nếu p PÎ  
thì 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ).
P

p p i p p pb a b a p= = = =   

Với mọi m M P QÎ = Å  ta được m p q= +  với 
p PÎ  và q QÎ , 

( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( ).

m p q p q

p q m

b a b a b a b a
p p p

= + = +
= + =

   
. 

Do đó .Ep b a a= Î  Vậy E  là 2PC - vành phải. 

3. Kết luận 
Bài báo đã trình bày một số kết quả về 2PC -môđun. 

Mỗi 2PC -môđun cũng là 3C -môđun (Mệnh đề 3). 
Ngoài ra, các điều kiện tương đương của 2PC -môđun, 

2PC - vành được trình bày trong Định lý 7, Hệ quả 8, 
Mệnh đề 9. Đồng thời, vành ( )End M  là 2PC - vành khi 
M  là 2PC -môđun. Hơn nữa, với e  là phần tử lũy đẳng 
thỏa mãn điều kiện ,ReR R= eRe  sẽ là 2PC - vành khi 
R  là 2PC - vành. 
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