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Tóm tắt - Khôi phục hình ảnh gốc từ hình ảnh nhiễu quan sát
được là một nhiệm vụ cơ bản trong khoa học hình ảnh. Nhiệm vụ
đầy thách thức đối với khử nhiễu hình ảnh là loại bỏ nhiễu và bảo
toàn các chi tiết của hình ảnh. Trong bài báo này, nhóm tác giả đề
xuất về mô hình khử nhiễu ảnh với nhiễu Poisson. Mô hình được
xây dựng dựa trên biến phân tổng quát không lồi có khả năng khôi
phục hình ảnh với bảo toàn biên sắc nét và khắc phục được hiệu
ứng bậc thang một cách đồng thời. Đối với vấn đề tối ưu, nhóm
tác giả sử dụng phương pháp tách biến kết hợp với thuật toán lặp
lại có trọng số và thuật toán đối ngẫu nhằm tìm nghiệm tối ưu một
cách hiệu quả. Các kết quả mô phỏng thực nghiệm được đưa ra
và so sánh với các giải pháp liên quan để chứng minh tính hiệu
quả của giải pháp đề xuất. 

 Abstract - Restoring the original image from the observed noisy
image is a fundamental task in imaging science. The challenging
task of image denoising is to remove noise and preserve the image
details. In this paper, the authors propose an image-denoising
model under Poisson noise. The model is built based on the non-
convex total generalized variation for image restoration with
preserving neat edges and overcoming the staircase effect
simultaneously. For the optimization problem, the authors use a
variable splitting method combined with an iteratively reweighted
algorithm and dual algorithm to find the optimal solution
efficiently. Experimental simulation results are given and
compared with related solutions to prove the effectiveness of the
proposed method. 

Từ khóa - Biến phân tổng quát; khử nhiễu ảnh; tối ưu; nhiễu
Poisson 

 Key words - Total generalized variation; image denoising;
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1. Đặt vấn đề 

Trong các cảm biến kỹ thuật số, hiệu ứng quang tử 
được sử dụng để chuyển đổi các photon thành các hạt 
mang điện (electrons)... Sự độc lập của các lần đến ngẫu 
nhiên của từng photon dẫn đến nhiễu photon, một dạng 
không chắc chắn phụ thuộc vào tín hiệu là một đặc tính 
của chính tín hiệu cơ bản. Trong các hệ thống hình ảnh 
thực, ví dụ như: Chụp ảnh thiên văn, kính hiển vi điện tử, 
chụp cắt lớp, chụp cộng hưởng từ, cảm biến hình ảnh đo 
bức xạ cảnh bằng cách đếm số lượng photon đến trên cảm 
biến. Tính độc lập của các photon riêng lẻ ngẫu nhiên dẫn 
đến nhiễu photon với sự phụ thuộc vào độ sáng của khung 
hình. Các phát hiện photon riêng lẻ có thể được coi là các 
sự kiện độc lập tuân theo phân bố thời gian ngẫu nhiên. 
Quá trình đếm photon là một quy trình Poisson cổ điển và 
số lượng photon được đo bởi một phần tử cảm biến nhất 
định trong khoảng thời gian nhất định và được mô phỏng 
bằng phân bố xác suất Poisson rời rạc. Do đó, nhiễu 
photon, còn được gọi là nhiễu Poisson, là một dạng không 
chắc chắn cơ bản liên quan đến phép đo của ánh sáng, vốn 
có trong bản chất lượng tử của ánh sáng và tính độc lập 
của việc phát hiện photon [1]. 

Trong nhiều năm, nhiều phương pháp đã được đề xuất 
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để xử lý vấn đề khôi phục hình ảnh với nhiễu Poisson. 
Quá trình khử nhiễu là việc khôi phục lại ( )u x  với 

1 2( , )x x x= ∈ Ω , 1 1x M=  , 2 1x N=  , 2RΩ∈  là 
miền xác định của hình ảnh, M  và N  là các kích thước 
của hình ảnh. Một trong những những hướng tiếp cận phổ 
biến là các mô hình dựa trên biến phân tổng (Total 
variation, TV) [2]: 

( | | ( log )min u dx u f u dx
u

β
Ω Ω

∇ + −
∈Ω

  ,  (1) 

Trong đó; β  là tham số dương; u  phải dương trên Ω ;  
∇  là toán tử gradient. 

Gần đây, các tác giả trong [3] đã bổ sung thêm thành 

phần 2| |
2

uλ
 vào mô hình (1) và đề xuất mô hình cải tiến 

cho khôi phục hình ảnh bị nhiễu Poisson như sau (Total 
bounded variation, TBV): 

2( | | | | ( log )min 2
u dx u u f u dx

u

λ β
Ω Ω

∇ + + −
∈ Ω

  , (2) 

Trong đó, ,λ β  là các tham số dương; u  phải dương trên .Ω  



ISSN 1859-1531 - TẠP CHÍ KHOA HỌC VÀ CÔNG NGHỆ - ĐẠI HỌC ĐÀ NẴNG, VOL. 21, NO. 3, 2023 81 

 

Các mô hình TV (1) và TBV (2) cho phép nhận được 
các hình ảnh khử nhiễu với chất lượng khá tốt. Tuy nhiên, 
các mô hình dựa trên biến phân tổng bậc nhất này thường 
có những thiếu sốt tồn tại, đó là các hiệu ứng bậc thang 
không mong muốn trên hình ảnh sau khi khử nhiễu. Để giải 
quyết vấn đề này, nhiều phương pháp đã được đề xuất dựa 
trên biến phân tổng bậc cao hơn và đã cho các kết quả khả 
quan. Các tác giả trong [4] đã đề xuất mô hình biến phân 
tổng quát như sau (TGV): 

2 2( ( ) | | ( log )min 2
TGV u u u f u dx

u
α

λ β
Ω

+ + −
∈ Ω

 , (3) 

Trong đó, 2TGVα  là biến phân tổng quát bậc hai với tham 
số dương ( )1 2,α α α=  [5]. 

Mô hình dựa trên TGV (3) cho phép loại bỏ hiệu ứng 
bậc thang tốt hơn các mô hình dựa trên TV thông thường 
với hiệu quả vượt trội. Tuy nhiên, hạn chế của nó là có thể 
gây mờ các chi tiết của hình ảnh và đôi khi còn làm mất 
một số chi tiết. Để tránh vấn đề này, các hướng tiếp cận 
dựa trên biến phân tổng quát không lồi (non-convex total 
generalized variation, NTGV) đã được đề xuất [6-8]. Do 
vậy, bài báo này nghiên cứu và đề xuất mô hình khôi phục 
hình ảnh với nhiễu Poisson dựa trên biến phân tổng quát 
không lồi như sau (NTGV): 

2 2( ( ) | | ( log )min 2
NTGV u u u f u dx

u
α

λ β
Ω

+ + −
∈ Ω

  (4) 

Trong đó, 2NTGVα  là biến phân tổng quát bậc hai không 
lồi với tham số dương ( )1 2,α α α=  [5]. 

Những đóng góp chính của bài báo này là giới thiệu 
một mô hình mới dựa trên biến phân tổng quát không lồi 
cho khử nhiễu Poisson trên hình ảnh. Đóng góp quan 
trọng thứ hai là sử dụng phương pháp tách biến với sự kết 
hợp thuật toán lặp 1  để thực hiện tối ưu mô hình đề xuất. 
Cuối cùng, so với một số mô hình hiện có, kết quả thử 
nghiệm cho thấy, hiệu suất cạnh tranh của phương pháp 
khôi phục hình ảnh của nhóm tác giả về độ chính xác và 
chất lượng hình ảnh. 

2. Mô hình đề xuất 
Khái niệm về 2TGVα  được giới thiệu trong [5], do đó 

không được đề cập lại ở đây. Dựa theo định nghĩa trong [5], 
biến phân tổng quát 2TGVα  rời rạc của u  có dạng như sau: 

( )2
1 1 2 1( ) min || || || ( ) ||

Q
TGV u u Q Qα α α= ∇ − + ℑ  (5) 

Trong đó, [ ]1 2, Tu u u∇ = ∇ ∇ ; 1 2,∇ ∇  lần lượt là các toán tử 
gradient theo hướng ngang và dọc; 1 2( , )TQ Q Q=  đại diện 
cho xấp xỉ của gradient bậc nhất u∇ ; 

( ) 0,5 ( )TQ Q Qℑ = ⋅ ∇ + ∇  biểu diễn đạo hàm đối xứng; 

1 1 2 1 1 2

2 1 1 2 2 2

0,5 ( )
( )

0,5 ( )
Q Q Q

Q
Q Q Q

∇ ⋅ ∇ + ∇ 
ℑ =  ⋅ ∇ + ∇ ∇ 

, 

Sử dụng hàm không lồi trong phép chính quy hóa 
2TGVα  (5) chúng ta sẽ nhận được dạng như sau: 

( )2
1 1 2 1( ) min (|| || ) (|| ( ) || )

Q
NTGV u u Q Qα α α= Φ ∇ − + Φ ℑ  (6) 

Trong đó, Φ  là hàm không lồi. 
Trong bài báo này, sử dụng một hàm không lồi 

( ) log(1 | |)t tθΦ = + , θ  là tham số dương. Do đó, từ (4) và 
(6), mô hình đề xuất để loại bỏ nhiễu Poisson có dạng rời 
rạc như sau: 

1 1 2 1

2

log(1 || || ) log(1 || ( ) || )
min

| | ( log ), 2

u Q Q

u u f uu Q

α θ α θ
λ β

+ ∇ − + + ℑ 
 
 + + − 
 

 (7) 

3. Thuật toán tính toán 
Trong phần này, trình bày phương pháp để giải bài toán 

tối ưu. Sử dụng kỹ thuật phân tách biến để giải quyết bài 
toán đặt ra với tính đơn giản và hiệu quả của nó [9-11]. 

Về mặt tính toán, vấn đề đặt ra là rất khó để giải quyết 
mô hình NTGV một cách trực tiếp. Do đó, để dễ dàng giải 
quyết hàm không lồi trong (7), bằng cách sử dụng thuật 
toán 1l  lặp lại có trọng số [12], biến đổi hàm mục tiêu (7) 
thành dạng như sau: 

( ) ( )
1 1 1 2 2 1

2

|| || || ( ) ||
min

| | ( log ), 2

k ku Q Q

u u f uu Q

α γ α γ
λ β

 ∇ − + ℑ
 
 + + − 
 

, (8) 

với ( )
1

1(1 || || )
t

u
θγ

θ
=

+ ∇
, ( )

2
1(1 || ( ) || )

t

Q
θγ

θ
=

+ ℑ
, k là viết tắt 

của lần lặp thứ k. 
Sử dụng biến phụ d, biến đổi (8) thành dạng như sau: 

( ) ( )
1 1 1 2 2 1

2

|| || || ( ) ||
min

| | ( log ), , 2

k ku Q Q

d d f du Q d

α γ α γ
λ β

 ∇ − + ℑ
 
 + + − 
 

, (9) 

sao cho .d u=  
Sử dụng thuật toán tách biến, biến đổi (9) thành dạng 

như sau: 
( ) ( )

1 1 1 2 2 1

2 2
2

|| || || ( ) ||
min

| | ( log ) || ||, , 2 2

k ku Q Q

d d f d d u bu Q d

α γ α γ
λ ηβ

 ∇ − + ℑ
 
 + + − + − − 
 

, 

Trong đó, η  là tham số nhân tử dương. 

Với các khởi tạo ban đầu (0) (0) (0) (0), , ,u Q d b , nhận được 
cấu trúc lặp như sau: 

( )
1 1 1

( 1) ( 1) ( )
2 2 1

,
( ) ( ) 2

2

|| ||
( , ) arg min || ( ) ||

|| ||
2

k

k k k

u Q
k k

u Q
u Q Q

d u b

α γ
α γ
η

+ +

 
 ∇ −
 

= + ℑ 
 
 + − −
 

 (10) 

2

( 1)

( 1) ( ) 2
2

| | ( log )
2arg min

|| ||
2

k

k k

d d f d
d

d d u b

λ β

η
+

+

 + − 
=  

 + − − 
 

 (11) 



82 Phạm Công Thắng, Trần Thị Thu Thảo, Đặng Hùng Vĩ, Trần Anh Kiệt, Nguyễn Thế Xuân Ly, Phạm Anh Phương 

 

( 1) ( ) ( 1) ( 1)k k k kb b u d+ + += + −    (12) 
Đối với bài toán con (10), để tìm u  và Q , sử dụng 

thuật toán đối ngẫu nguyên thủy (primal-dual algorithm) 
[13]. Theo đó, bằng việc thêm vào hai biến r  và s , sẽ có 
hàm tối ưu với dạng sau: 

( ) ( ) 2, 2

, ( ),
arg min

|| ||
2

k ku Q

u Q r Q s

d u bη
 ∇ − + ℑ
 
 + − − 
 

  (13) 

Trong đó, ký hiệu  biểu thị tích vô hướng, 

( )
1 2 1 1( , ), kr r r r αγ

∞
= ≤ , 11 12 ( )

2 2
21 22

, ks s
s s

s s
α γ

∞

 
= ≤ 
 

 

nhận được các hàm mục tiêu như sau: 

( 1) ( ) ( ) 2
2arg min , || ||

2
k k k

u
u u Q r d u bη+  = ∇ − + − − 

 
 (14) 

( )( 1) arg min , ( ),k

Q
Q u Q r Q s+ = ∇ − + ℑ .  (15) 

Dựa vào [13], với các khởi tạo ban đầu (0)r , (0)s , ( 0 )u
và ( 0 )Q , dễ dàng nhận được: 

( ) ( ) ( )
( 1)

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( )
max(1, ( ) /

k k k
k

k k k k

r u Qr
r u Q

σ
σ α γ

+ + ∇ −=
+ ∇ −




 (16) 

( ) ( )
( 1)

( ) ( ) ( )
2 2

( )
max(1, ( ) /

k k
k

k k k

s Qs
s Q

σ
σ α γ

+ + ℑ=
+ ℑ


   (17) 

Trong đó, 0σ >  là tham số bước. 
Để tìm u và Q, có thể sử dụng phương pháp giảm 

gradient (gradient descent) [14]. Do đó, để tìm u  trong 
(14), tính toán như sau: 

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )( ( ))k k T k k k ku u r u d bτ η+ + += − ∇ + − + . 

Do vậy nhận được: 
( ) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )
(1 )

k k k k
k u div r d bu τ τ

τη

+
+ + + −=

+
 (18) 

Trong đó, 1 2( ) ( )Tdiv r r r r= −∇ = ∇ + ∇ , τ  là tham số 
dương. 

Một cách tương tự, đối với bài toán con Q  (15), tính 
toán như sau: 

( 1) ( ) ( 1) ( 1)( )k k T k kQ Q s rτ+ + += − ℑ − . 

Do đó, chúng ta nhận được: 
( 1) ( ) ( 1) ( 1)( )k k k kQ Q div s rτ τ+ + +

ℑ= + + ,  (19) 

Với, ( )1 11 2 12 1 21 2 22( ) ( ) , TTdiv s s s s s sℑ = −ℑ = ∇ + ∇ ∇ + ∇ . 

Để tìm d  trong (11), rút ra phương trình sau: 

( 1) ( 1) ( 1) ( )
( 1)(1 ) ( ) 0k k k k
k

fd d u b
d

λ β η+ + +
++ − + − − = . 

Vì d  luôn phải dương, biến đổi phương trình trên 
thành dạng như sau: 

( 1) 2 ( 1) ( ) ( 1)( )( ) ( ) 0k k k kd u b d fλ η η η β β+ + ++ − + − − =  (20) 

Với cài đặt ( )A λ η= + , ( 1) ( )( )k kB u bη η β+= − + − , 
0C fβ= − = , dễ dàng thấy rằng 2 4 0B AC− >  và 0.AC <  

Do đó, có thể xác định rằng, ( 1 )kd +  chính là nghiệm dương 
của phương trình bậc hai (20) ở trên: 

2
( 1) 4

2
k B B ACd

A
+ − + −= .   (21) 

Các biến u  và Q  trong (16) và (17) được cập nhật như 
sau: 

( 1) ( 1) ( )2k k ku u u+ += −      (22) 
( 1) ( 1) ( )2k k kQ Q Q+ += −      (23) 

Thuật toán được tổng kết lại như sau: 

Thuật toán giải cho bài toán tối ưu (8) 

- Đầu vào: f , 0k = . 

- Khởi tạo: ( 0 )u , (0)Q , ( 0 )u , (0)Q , (0)r , (0)s , ( 0 )b . 
- Lựa chọn giá trị tham số: 1α , 2α , σ , τ , θ , η . 

- While ( ) ( )( )( 1) ( ) ( )
2 2

/ |k k k
Iteru u u k Nε+ − > ≤  

1. Tính ( 1)kr +  theo (16) 
2. Tính ( 1)ks +  theo (17) 
3. Tính ( 1)ku +  theo (18) 
4. Tính ( 1)kQ +  theo (19) 
5. Tính ( 1)kd +  theo (21) 
6. Cập nhật ( 1)ku +  theo (22) 
7. Cập nhật ( 1)kQ +  theo (23) 
8. Cập nhật ( 1)kb +  theo (12) 
9. 1k k= +  

- End While 
- Đầu ra: ( 1)ku u +=  

4. Các kết quả tính toán 
Trong phần này, trình bày một số mô phỏng số trên các 

hình ảnh thử nghiệm khác nhau để làm chứng cho hiệu của 
giải pháp đề xuất NTGV cho loại bỏ nhiễu Poisson.  
Các kết quả khử nhiễu của giải pháp đề xuất NTGV được 
so sánh với kết quả của các giải pháp dựa trên TV khác: 
TV, TBV, TGV. Các hình ảnh thử nghiệm là hình ảnh 
chuẩn màu xám 8-bit theo Hình 1. Tất cả thử nghiệm được 
thực hiện trên hệ điều hành Windows 10 và MATLAB 
R2015b chạy trên PC có bộ vi xử lý Intel CPU Core i5-
6500U, 3,20 GHz và bộ nhớ RAM 8 GB. 

Để đánh giá chất lượng hình ảnh khôi phục được, 
các kết quả thực nghiệm được đo bằng tỉ số tín hiệu 
cực đại trên nhiễu (peak signal-to-noise ratio, PSNR) và 
chỉ số tương tự về cấu trúc (Structural Similarity Index, 
SIMM) [15]: 

2

10 2*
2

255= 10 ,log MNPSNR
u u

 ⋅ 
  − 
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Trong đó, *,u u  là tương ứng là hình ảnh gốc, hình ảnh khôi 
phục hoặc ảnh nhiễu; *,u u

μ μ  là các giá trị trung bình của 
*, ;u u  *,u u

σ σ  các độ lệch chuẩn của; *,u u
σ  là hiệp phương sau 

giữa hiệp phương sai giữa *,u u ; 1 2,c c  là các tham số dương. 

 
a) House 

 
b) Boat 

 
c) Man 

 
d) Barbara 

Hình 1. Các hình ảnh thử nghiệm 
Trong các thử nghiệm, cài đặt 0,0001ε =  và 300.IterN =  

Các hình ảnh nhiễu được mô phỏng bằng cách sử dụng câu 
lệnh trong MATLAB ( / ) *poissrnd u peak peak , với giá 
trị 2,3,...peak =  đại diện cho các mức nhiễu khác nhau. 
Các phương pháp khử nhiễu được thực hiện với các thông 
số tối ưu của chúng. 

Trong Hình 2, biểu diễn kết quả khử nhiễu của các 
phương pháp được so sánh cho hình ảnh “House” với mức 
nhiễu 2peak = .  

 
a) Ảnh gốc 

 
b) Ảnh nhiễu 

 
c) TV 

 
d) TBV 

 
e) TGV 

 
f) NTGV 

Hình 2. Hình ảnh ‘House’: Kết quả khử nhiễu của  
các phương pháp so sánh 

 
a) Ảnh gốc 

 
b) Ảnh nhiễu 

 
c) TV 

 
d) TBV 

 
e) TGV 

 
f) NTGV 

Hình 3. Các chi tiết phóng to của các hình ảnh được 
 phục hồi trong Hình 2 

Trong Hình 3, trình bày phóng to chi tiết nhỏ của các 
hình ảnh được khử nhiễu trong Hình 2.  

Trong Hình 4, biểu diễn kết quả khử nhiễu của các 
phương pháp được so sánh cho hình ảnh “Man” với mức 
nhiễu 3peak = . Một cách tương tự, trong Hình 5, trình 
bày phóng to chi tiết nhỏ của hình ảnh được khử nhiễu 
trong Hình 4. 

 
a) Ảnh gốc 

 
b) Ảnh nhiễu 

 
c) TV 

 
d) TBV 

 
e) TGV 

 
f) NTGV 

Hình 4. Hình ảnh ‘Man: Kết quả khử nhiễu của  
các phương pháp so sánh 

 
a) Ảnh gốc 

 
b) Ảnh nhiễu 

 
c) TV 

 
d) TBV 

 
e) TGV 

 
f) NTGV 

Hình 5. Các chi tiết phóng to của các hình ảnh được  
phục hồi trong Hình 4 

Để so sánh một cách định lượng, các giá trị đo PSNR 
và SSIM được trình bày trong Bảng 1 và 2. Trong mỗi 
bảng, trình bày các giá trị PSNR và SSIM cho hình ảnh 
nhiễu và hình ảnh được phục hồi. Các kết quả được khôi 
phục tốt nhất được đánh dấu in đậm. 

Bảng 1. Giá trị PSNR cho hình ảnh được phục hồi với  
các mức độ khác nhau 

Hình 
ảnh peak  Nhiễu TV TBV TGV NTGV 

House 
2 19,2158 29,8598 30,7955 31,7724 32,1360 
3 18,4605 30,0346 30,6322 30,9527 31,2483 

Boat 
2 19,8158 28,7302 28,2002 28,8197 29,4431 
3 17,9216 26,8213 27,2563 27,8284 28,2193 

Man 
2 24,0671 27,7756 28,7164 29,1945 29,7643 
3 20,3235 27,0145 28,1829 28,4009 28,8422 

Barbara 
2 22,0503 26,7935 27,7635 27,8921 28,3517 
3 17,4398 25,5356 26,7595 27,1328 27,6186 
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Bảng 2. Giá trị SSIM cho hình ảnh được phục hồi với 
 các mức độ khác nhau 

Hình 
ảnh peak  Nhiễu TV TBV TGV NTGV 

House 
2 0,4690 0,8396 0,8253 0,8280 0,8452 
3 0,3977 0,8019 0,7973 0,8092 0,8304 

Boat 
2 0,6025 0,8259 0,8161 0,8191 0,8303 
3 0,5378 0,7930 0,7866 0,7877 0,7975 

Man 
2 0,6306 0,8220 0,8245 0,8195 0,8340 
3 0,5720 0,7902 0,7951 0,7954 0,8030 

Barbara 
2 0,6598 0,8084 0,7974 0,8027 0,8122 
3 0,5956 0,7683 0,7691 0,7805 0,7890 

Từ các Hình 2-5, có thể thấy, hình ảnh được phục hồi 
bởi mô hình đề xuất của nhóm tác giả có chất lượng trực 
quan vượt trội hơn so với các phương pháp được so sánh. 

Bên cạnh đó, dựa vào các so sánh có thể đo lường  
được báo cáo trong Bảng 1-2, phương pháp đề xuất của 
nhóm tác giả có được PSNR, SSIM cao hơn so với  
các phương pháp so sánh. Điều này thể hiện được sự  
hiệu quả của giải pháp đề xuất cho khử nhiễu hình ảnh với 
nhiễu Poisson. 

5. Kết luận  
Nhiễu Poisson, là nhiễu phụ thuộc vào tín hiệu, thường 

xuất hiện trong các hệ thống thu nhận hình ảnh như chụp 
ảnh thiên văn, y tế,… Trong bài báo này, đã đề xuất mô 
hình khử nhiễu Poisson sử dụng biến phân tổng quát không 
lồi. Nhóm tác giả đã sử dụng phương pháp tách biến với sự 
kết hợp thuật toán lặp 1  để thực hiện tối ưu cho mô hình 
đề xuất. Các kết quả thử nghiệm đã cho thấy, hiệu quả vượt 
trội của phương pháp đề xuất cả về định tính và định lượng 
so với các phương pháp được so sánh. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Quỹ Phát 
triển Khoa học và Công nghệ - Đại học Đà Nẵng trong đề 
tài có mã số B2019-DN03-46. 
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