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Tóm tắt - Bài báo này sử dụng phân tích đẳng hình học (IGA), 

lý thuyết cặp ứng suất đôi sửa đổi kết hợp với lý thuyết tấm cổ 

điển của Kirchhoff-Love để phân tích dao động riêng của  

tấm micro có lỗ rỗng và cơ tính biến thiên theo chiều dày và 

phương chiều dài. Toàn bộ tấm được đặt trên nền đàn hồi 

Pasternak và cơ tính vật liệu theo hàm số mũ kết hợp với 2 kiểu 

lỗ rỗng là đều và không đồng đều. Điểm mới của nghiên cứu là 

xem xét hệ số tỷ lệ chiều dài thay đổi như cơ tính của vật liệu. 

Nguyên lý Hamilton được áp dụng để đưa ra phương trình xác 

định tần số dao động riêng cho tấm. Độ chính xác của phương 

pháp được kiểm chứng thông qua các so sánh số tin cậy.  

Hơn nữa, quá trình khảo sát số để đánh giá ảnh hưởng của các 

tham số: lỗ rỗng, hệ số tỷ lệ chiều dài, độ cứng nền đàn hồi  

và các yếu tố khác đến khả năng dao động riêng của tấm được 

thực hiện. 

 Abstract - This work analyzes the free vibrations of porous 

microplates by using the Isogeometry Analysis (IGA), the modified 

couple stress theory, and Kirchhoff-classical Love's plate theory. In 

which the mechanical properties change along the x-length and 

thickness dimensions. The whole plate is supported by a Pasternak 

elastic foundation, and the exponential mechanical characteristics of 

the material, along with two different kinds of porosity, are both even 

and uneven. Consideration of the changeable length-scale 

characteristics as the material's mechanical properties is novel to this 

work. Using Hamilton's principle gives the equation for evaluating the 

plate's natural frequency of vibration. Through reliable numerical 

comparisons, the method's precision was determined. In addition, a 

numerical analysis is conducted to determine the effect of 

characteristics such as porosity, length-scale parameter, elastic 

foundation stiffness, and other coefficients on the plate's free vibration. 

Từ khóa - Phân tích đẳng hình học; dao động riêng; tấm micro 

có cơ tính biến đổi theo hai phương 

 Key words - Isogeometric analysis; free vibration; bidirectional 

functionally graded microplate 

1. Đặt vấn đề 

Vật liệu được phân loại theo chức năng (FGM) đã được 

sử dụng rộng rãi trong các lĩnh vực kỹ thuật khác nhau do 

các đặc tính cơ, nhiệt và điện độc đáo của chúng. Các tính 

chất của vật liệu thay đổi theo không gian thông qua chiều 

dày và chiều dài của vật liệu. Sự thay đổi không gian trong 

các thuộc tính này có thể được sử dụng để tối ưu hóa hiệu 

suất của các cấu trúc kỹ thuật. Những vật liệu này được ứng 

dụng trong các lĩnh vực khác nhau như hàng không vũ trụ, 

cơ khí và kỹ thuật y sinh. Từ những năm đầu của thế kỷ 

XXI, với sự phát triển vượt bậc của các ngành khoa học vật 

liệu, các kết cấu có kích thước micro và nano được nghiên 

cứu và ứng dụng rộng rãi trong tất cả các ngành của đời 

sống xã hội. Đặc biệt, trong những năm gần đây, chúng ta 

đang trải qua giai đoạn của cuộc cách mạng công nghiệp 

lần thứ IV trong lịch sử loài người. Trong đó, vật liệu đóng 

vai trò là nhân tố then chốt trong sự cạnh tranh toàn cầu 

giữa các siêu cường về khoa học và kỹ thuật, đặc biệt trong 

các lĩnh vực điện tử, chíp bán dẫn, cảm biến sử dụng trong 

các thiết bị công nghệ cao. Với kết cấu dầm, tấm, vỏ có 

kích thước micro, chúng được sử dụng rộng rãi như các 

khối xây dựng của hệ thống cơ điện vi mô (MEMS) gồm 

các cảm biến vi mô, kính hiển vi siêu nhỏ, microantenna, 

microgripper, microactuator và microresonator. Các lý 

thuyết nghiên cứu cho kết cấu micro có thể kể đến như lý 
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thuyết cặp ứng suất đôi sửa đổi, lý thuyết gradient biến 

dạng, lý thuyết phi cục bộ, lý thuyết phi cục bộ gradient 

biến dạng, ... Tuy nhiên, lý thuyết cặp ứng suất đôi sửa đổi 

là được sử dụng rộng rãi nhất vì nó đáp ứng được các yêu 

cầu kết quả sát với các nghiên cứu thực nghiệm. Các nghiên 

cứu điển hình có thể kể đến như Thai và cộng sự [1] sử 

dụng mô hình tấm Kirchhoff và Mindlin đã phân tích uốn 

tĩnh, dao động riêng và ổn định của tấm được phân loại 

chức năng dựa trên lý thuyết ứng suất cặp đôi đã sửa đổi. 

Nguyen và cộng sự [2] đã sử dụng lý thuyết cặp ứng suất 

đôi sửa đổi và lý thuyết Von-Kaman để phân tích phi tuyến 

tĩnh của tấm micro tựa một phần trên nền đàn hồi. Các 

nghiên cứu về ứng xử cơ học khác của tấm micro có thể 

được tìm thấy trong các nghiên cứu [3]-[7]. Trong những 

năm gần đây, một phương pháp tính toán được gọi là phân 

tích đẳng hình học đã xuất hiện. Phương pháp này cho phép 

đưa phân tích phần tử hữu hạn (FEA) vào các công cụ thiết 

kế CAD điển hình dựa trên NURBS. Do đó, giờ đây có thể 

sử dụng một tập dữ liệu duy nhất trong suốt quá trình phát 

triển mô hình, xác minh các mô hình đó và cải thiện các 

mô hình đó [8]-[9]. Nhiều nghiên cứu đã được đưa vào 

khuôn khổ phương pháp phần tửu hữu hạn (FEM) và  

B-splines đã được sử dụng rộng rãi làm chức năng chuẩn. 

Thomas Hughes đã phát triển một khuôn khổ để nghiên cứu 

các đường đẳng hình học, họ đã thống nhất và trình bày nó 
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dưới tên phân tích đẳng hình học [10]- [12]. Kể từ đó, 

phương pháp đẳng hình học đã được sử dụng rộng rãi trong 

các phương pháp tính toán, đặc biệt là để mô phỏng hành 

vi cơ học của các kết cấu và cho độ chính xác cao. Cottrell 

và cộng sự [13] đã liệt kê nghiên cứu của Argyris bằng cách 

áp dụng phân tích đẳng hình học cho các kích thích cấu 

trúc, phần tiếp theo đánh thức khả năng sáng tạo hình học 

của Argyris. Phương pháp đẳng hình học thực sự đã khắc 

phục được các yếu điểm mà phương pháp FEM để lại, 

mang lại các kết quả tính chính xác tương đương với 

phương pháp giải tích. Tuy nhiên, theo tìm hiểu của tác giả, 

hiện tại chưa có nhiều công trình mô hình hóa và phân tích 

ứng xử cơ học của các tấm micro có cơ tính biến đổi theo 

hai phương và có lỗ rỗng sử dụng phương pháp số như đẳng 

hình học. Do đó, trong nghiên cứu này, bằng cách sử dụng 

phương pháp đẳng hình học, lý thuyết cặp ứng suất đôi sửa 

đổi và lý thuyết tấm cổ điển, đặc điểm dao động riêng của 

tấm micro có cơ tính biến đổi theo hai phương chiều dày 

và chiều dài được đề xuất. Các kết quả này có thể ứng dụng 

trong quá trình tính toán thiết kế các kết cấu cỡ micromet 

và cơ tính biến đổi, góp phần vào hiểu biết các đặc tính cơ 

học của kết cấu này. 

2. Cơ sở toán học 

2.1. Mô hình cơ học và vật liệu tấm micro 

Xem xét tấm micro mỏng có dạng hình chữ nhật như 

Hình 1, được chế tạo từ vật liệu có cơ tính biến thiên hai 

phương gồm các pha gốm và kim loại. Các kích thước hình 

học của tấm bao gồm chiều dài a, chiều rộng b và chiều dày 

h; toàn bộ tấm được đặt trên nền đàn hồi Pasternak với hai 

hệ số độ cứng 𝑘𝑤 , 𝑘𝑠. Trong đó, 𝑘𝑤 là chỉ số độ cứng nền 

Winkler, 𝑘𝑠 là hệ số độ cứng nền Pasternak. Quy luật về độ 

xốp của vật liệu tấm micro sử dụng các mô hình toán học 

sau [14]. 

Loại 1: Độ rỗng đồng đều  

𝜗 =
𝜉

2
 (1a) 

Loại 2: Độ rỗng không đồng đều 

𝜗 =
𝜉

2
(1 −

2|𝑧|

ℎ
) (1b) 

Trong đó: 𝜗 và 𝜉 lần lượt được gọi là thể tích lỗ rỗng 

và hệ số lỗ rỗng. 

 

Hình 1. Mô hình tấm micro cơ tính biến thiên theo hai phương 

Quy luật cấu tạo các đặc tính cơ học của vật liệu có độ 

xốp bao gồm mô đun đàn hồi 𝐸 (𝐺𝑃𝑎), khối lượng 

𝜌 (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ), hệ số tỷ lệ chiều dài 𝑙 (𝜇𝑚), và hệ số Poisson 

𝑣 được mô tả như các công thức dưới đây [15]. 

𝐸(𝑥, 𝑧) = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝛼𝑧

(
𝑥

𝑎
)

𝛼𝑥

− 𝜗(𝐸𝑐 + 𝐸𝑚) 

(2a) 

𝜌(𝑥, 𝑧) = 𝜌𝑚 + (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚) (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝛼𝑧

(
𝑥

𝑎
)

𝛼𝑥

− 𝜗(𝜌𝑐 + 𝜌𝑚) 

(2b) 

𝑙(𝑥, 𝑧) = 𝑙𝑚 + (𝑙𝑐 − 𝑙𝑚) (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝛼𝑧

(
𝑥

𝑎
)

𝛼𝑥

− 𝜗(𝑙𝑐 + 𝑙𝑚) 

(2c) 

𝑣(𝑥, 𝑧) = 𝑣𝑚 + (𝑣𝑐 − 𝑣𝑚) (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝛼𝑧

(
𝑥

𝑎
)

𝛼𝑥

− 𝜗(𝑣𝑐 + 𝑣𝑚) 

(2d) 

Trong đó, các chỉ số m và c lần lượt biểu thị các thành phần 

kim loại và gốm; 𝛼𝑧 và 𝛼𝑥 là các hệ số mũ điều khiển thể 

tích vật liệu lần lượt theo hướng chiều dày và chiều dài. 

Trên cơ sở lý thuyết tấm cổ điển của Kirchoff-Love, 

trường chuyển vị của tấm micro tại mọi điểm bất kỳ với 𝑢0, 

𝑣0, và 𝑤0 lần lượt là chuyển vị theo hướng trục x, y, z biểu 

diễn là 

{

𝑢𝑥 = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧𝑤0,𝑥(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑦 = 𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧𝑤0,𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑧 = 𝑤0(𝑥, 𝑦) 

 (3) 

Theo lý thuyết cặp ứng suất đôi sửa đổi [16], các 

phương trình cấu thành cho một đẳng hướng vật liệu đàn 

hồi tuyến tính là 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜀𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗; 𝜃𝑖𝑗 = 2𝜇𝑙2𝜒𝑖𝑗. (4) 

Ở đây, 𝜎𝑖𝑗  là các thành phần ứng suất cục bộ, 𝜃𝑖𝑗 là các 

thành phần của tensor ứng suất cặp đối xứng; 𝜆 và 𝜇 là các 

hằng số Lamé's. 𝜀𝑖𝑗 và 𝜒𝑖𝑗  lần lượt là các tensor biến dạng 

và tensor độ cong đối xứng được xác định bởi 

𝜀𝑖𝑗 = 𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖; 𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(Φ𝑖,𝑗 + Φ𝑗,𝑖); Φ𝑖

=
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑗 

(5) 

Theo các công thức (3) và (5) trường biến dạng tuyến 

tính 𝜀𝑖𝑗 và các thành phần tensor độ cong 𝜒𝑖𝑗  đặc trưng cho 

tấm micro được xác định là 

𝜀𝑥𝑥 = 𝑢0,𝑥 − 𝑧𝑤0,𝑥𝑥 , 𝜀𝑦𝑦 = 𝑣0,𝑦 − 𝑧𝑤0,𝑦𝑦  (6) 

𝜀𝑥𝑦 = 𝑢0,𝑦 + 𝑣0,𝑥 − 2𝑧𝑤0,𝑥𝑦 . (7) 

𝜒𝑥𝑥 = 𝑤0,𝑥𝑦; 𝜒𝑦𝑦 = −𝑤0,𝑥𝑦; (8) 

𝜒𝑥𝑦 = −
1

2
𝑤0,𝑥𝑥 +

1

2
𝑤0,𝑦𝑦; 𝜒𝑥𝑧

= −
1

4
(𝑢0,𝑥𝑦 − 𝑣0,𝑥𝑥); 

(9) 

𝜒𝑦𝑧 = −
1

4
(𝑢0,𝑦𝑦 − 𝑣0,𝑥𝑦); (10) 

Từ đây, mối quan hệ giữa ứng suất (𝜎𝑖𝑗 , 𝜃𝑖𝑗) và biến 

dạng của kết cấu tấm micro được biểu diễn như các công 

thức dưới đây. 
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𝜎𝑥𝑥 =
𝐸(𝑥,𝑧)

1−𝑣(𝑥,𝑧)2 (𝜀𝑥𝑥 + 𝑣(𝑥, 𝑧)𝜀𝑦𝑦);  

𝜎𝑦𝑦 =
𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝑣(𝑥, 𝑧)2
(𝜀𝑦𝑦 + 𝑣(𝑥, 𝑧)𝜀𝑥𝑥); 

𝜎𝑥𝑦 =
𝐸(𝑥,𝑧)𝜀𝑥𝑦

2(1+𝑣(𝑥,𝑧))
.  

(11) 

{𝜃𝑥𝑥 , 𝜃𝑦𝑦, 𝜃𝑧𝑧 , 𝜃𝑥𝑦 , 𝜃𝑥𝑧 , 𝜃𝑦𝑧} =

 
𝐸(𝑥,𝑧)𝑙2

1+𝑣(𝑥,𝑧)
{𝜒𝑥𝑥 , 𝜒𝑦𝑦 , 𝜒𝑧𝑧 , 𝜒𝑥𝑦 , 𝜒𝑥𝑧 , 𝜒𝑦𝑧}; 

(12) 

2.2. Phương trình chuyển động 

Sử dụng nguyên lý cực tiểu thế năng Hamilton, các 

phương trình chuyển động tổng quát của tấm micro có cơ 

tính biến thiên theo hai phương trên nền đàn hồi được cho 

như sau: 

∫ (𝛿𝑈 + 𝛿𝑈𝑓 − 𝛿𝐾)𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 (13) 

Ở đây 𝛿𝑈, 𝛿𝑈𝑓 , và 𝛿𝐾 lần lượt là biến phân thế năng 

biến dạng đàn hồi của tấm, biến phân thế năng biến dạng 

của nền đàn hồi Pasternak và biến phân động năng của dịch 

chuyển tấm. Các công thức xác định các thành phần biến 

phân này được cho như sau: 

𝛿𝑈 = ∫ (𝛆𝑇 [
𝑨 𝑩
𝑩 𝑭

] 𝛿𝛆 + 𝝍𝑇𝐀𝑚𝑏𝛿𝝍 + 𝛘𝑇𝐀𝑚𝑠𝛿𝛘) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆𝑒

  (14) 

𝛿𝑈𝑓 = ∫ (𝑘𝑤𝑤0𝛿𝑤0 − 𝑘𝑠(𝑤0,𝑥𝑥 + 𝑤0,𝑦𝑦)𝛿𝑤0)
S𝑒

𝑑𝑥𝑑𝑦  (15) 

𝛿𝐾 = ∫ (𝐮̇𝑇𝐆𝑚𝛿𝐮̇)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑆𝑒

  (16) 

Ở đây: 

𝜺 = {𝜺0

𝜺1} ; 𝜺0 = {

𝑢0,𝑥

𝑣0,𝑦

𝑢0,𝑦 + 𝑣0,𝑥

} ; 

𝜺1 = − {

𝑤0,𝑥𝑥

𝑤0,𝑦𝑦

2𝑤0,𝑥𝑦

} ; 

(17) 

𝝍 = {

𝑤0,𝑥𝑦

−𝑤0,𝑥𝑦

1

2
(𝑤0,𝑦𝑦 − 𝑤0,𝑥𝑥)

} ; 

𝛘 = −
1

4
{

𝑢0,𝑥𝑦 − 𝑣0,𝑥𝑥

𝑢0,𝑦𝑦 − 𝑣0,𝑥𝑦
} ;  

(18) 

Trong đó, 𝑨, 𝑩, 𝑭, 𝐀𝑚𝑏  và 𝐀𝑚𝑠 lần lượt là các ma trận độ 

cứng của vật liệu được xác định như các công thức dưới đây: 

(𝑨, 𝑩, 𝑭) = ∫ 𝑄𝑏(1, 𝑧̅, 𝑧̅2)d𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2

; (19) 

𝐀𝑚𝑏 = ∫ 𝑄𝑚𝑏d𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2

;  𝐀𝑚𝑠 = ∫ 𝑄𝑚𝑠d𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2

 (20) 

𝑄𝑏 , 𝑄𝑚𝑏 , và 𝑄𝑚𝑠  là các ma trận thuộc tính cơ học của 

vật liệu và 𝑧̅ = 𝑧 − 𝑡0, 𝑡0 là khoảng cách từ mặt phẳng 

trung bình tới mặt phẳng trung hòa của tấm. Các thành 

phần trên được tính như sau: 

𝑄𝑏 =
𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝑣2
[

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
1 − 𝑣

2

] ; (21) 

𝑄𝑚𝑏 =
𝐸(𝑥,𝑧)𝑙2

1+𝑣
[
1 0 0
0 1 0
0 0 2

] ; 𝑄𝑚𝑠 =
2𝐸(𝑥,𝑧)𝑙2

1+𝑣
;  

𝑡0 =
∫ 𝐸(𝑥, 𝑧)𝑧𝑑𝑧

+ℎ/2

−ℎ/2

∫ 𝐸𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2

. 

Các thành phần chuyển vị 𝐮 và ma trận mômen quán 

tính khối lượng được xác định là 

𝐮 = {𝑢0 𝑣0 𝑤0 𝑤0,𝑥 𝑤0,𝑦} (22) 

𝐆𝑚 = ∫ 𝜌(𝑥, 𝑧)𝐿𝑧
𝑇𝐿𝑧𝑑𝑧

+
ℎ
2

−
ℎ
2

; 

𝐿𝑧 = [
1 0 0 −𝑧̅ 0
0 1 0 0 −𝑧̅
0 0 1 0 0

] ;  

(23) 

Từ công thức (13), sau khi thực hiện các bước tích phân 

từng phần và bỏ qua điều kiện biên ranh giới Neuuman 

[17], bài báo thu được phương trình dao động riêng của tấm 

micro có cơ tính biến đổi theo hai phương như sau 

∫ (𝛆𝑇 [
𝑨 𝑩
𝑩 𝑭

] 𝛿𝛆 + 𝝍𝑇𝐀𝑚𝑏𝛿𝝍 + 𝛘𝑇𝐀𝑚𝑠𝛿𝛘) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆𝑒

 

+ ∫ (𝑘𝑤𝑤0𝛿𝑤0 + 𝑘𝑠(𝑤0,𝑥𝛿𝑤0,𝑥 + 𝑤0,𝑦𝛿𝑤0,𝑦))

S𝑒

𝑑𝑥𝑑𝑦 

= ∫ (𝐮̈𝑇𝐆𝑚𝛿𝐮)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆𝑒

  

(24) 

3. Phân tích đẳng hình học 

Các chuyển vị trong mặt phẳng trung bình được xấp xỉ 

là [18] 

𝒅ℎ = ∑ 𝑪𝐼𝒅𝐼
𝑁𝑒
𝐼=1 ; 𝒅𝐼 = [𝑢0𝑒 , 𝑣0𝑒 , 𝑤0𝑒]. (25) 

Ở đây, 𝑪𝐼 và 𝒅𝐼 lần lượt biểu diễn các hàm dạng và véc 

tơ chuyển vị tại điểm điều khiển I và 𝑁𝑒 = (𝑝 + 1)(𝑞 + 1) 

là số lượng điểm điều khiển trên toàn tấm, p và q là bậc 

Hàm cơ sở B-spline. 

𝑢0 = ∑ [𝑪𝐼 0 0]𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
= ∑ 𝑯𝐼

𝑢𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
; 

𝑣0 = ∑ [0 𝑪𝐼 0]𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
= ∑ 𝑯𝐼

𝑣𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
; 

𝑤0 = ∑ [0 0 𝑪𝐼]𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
= ∑ 𝑯𝐼

𝑤𝒅𝐼

𝑁𝑒

𝐼=1
; 

(26) 

Thay thế các công thức (26) vào công thức (24), có thể 

thu được các phương trình cân bằng tổng thể cho dao động 

tự do của tấm micro như sau: 

𝑴𝒅̈ + (𝑲𝑝 + 𝑲𝑓)𝒅 = 0 (27) 

Với 𝑴 = ∑ 𝑀𝑠
𝐼𝑁𝑒

𝐼=1 , 𝑲𝑝 = ∑ 𝐾𝑠
𝐼𝑁𝑒

𝐼=1 , 𝑲𝑓 = ∑ 𝐾𝑓
𝐼𝑁𝑒

𝐼=1  và 𝒅 

lần lượt là ma trận khối lượng, ma trận độ cứng của tấm, 

ma trận độ cứng nền đàn hồi Pasternak và véc tơ chuyển vị 

của tấm micro.  

Từ đây đặt: 𝒅 = 𝒅̅ sin(𝜔𝑡), tần số dao động riêng 𝜔 

của tấm được xác định như sau 

𝑑𝑒𝑡|𝑲𝑝 + 𝑲𝑓 − 𝜔2𝑴| = 0 (28) 
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Điều kiện biên 

- Tựa đơn giản (S): 

𝑢0 = 𝑤0 = 𝑤0,𝑥 = 0 tại 𝑦 = 0, 𝑏  

và    𝑣0 = 𝑤0 = 𝑤0,𝑦 = 0 tại 𝑥 = 0, 𝑎 

- Ngàm (C) 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝑤0,𝑥 = 𝑤0,𝑦 = 0 trên tất cả các cạnh. 

- Tự do (F) 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝑤0,𝑥 = 𝑤0,𝑦 ≠ 0 tại tất cả các cạnh. 

4. Khảo sát số và bình luận 

Với mô hình cơ và toán đã được thực hiện ở Phần 2 

và 3, một chương trình tính được thực hiện trên phần mềm 

Matlab để xác định tần số dao động riêng của tấm micro 

có cơ tính biến đổi theo hai phương với các điều kiện biên 

bất kỳ. Độ hội tụ và chính xác của chương trình được 

kiểm chứng thông qua so sánh số với các kết quả đã  

được công bố. Để thuận tiện cho quá trình đưa ra các kết 

quả số, một vài công thức không thứ nguyên sau đây được 

sử dụng 

 𝛺1 = 𝜔11
𝑎2

ℎ
√𝜌𝑚 𝐸𝑚⁄ ; 𝛺1

∗ = 𝜔11
𝑎2

ℎ
√𝜌𝑐 𝐸𝑐⁄ ; 

 𝐾𝑤 =
𝑘𝑤𝑎4

𝐷𝑐
; 𝐾𝑠 =

𝑘𝑠𝑎2

𝐷𝑐
; 𝐷𝑐 =

𝐸𝑐ℎ3

12(1−𝜈𝑐
2)

; 

4.1. Xác minh độ hội tụ tin cậy và chính xác 

Đầu tiên, đặc tính hội tụ đối với kết quả tần số dao động 

riêng 𝛺1 của tấm micro cơ tính biến thiên theo phương và 

chịu liên kết tựa đơn trên 4 cạnh (SSSS) được thực hiện và 

trình bày như trên Bảng 1. Các số liệu đầu vào và kết quả 

tần số 𝛺1 của tấm micro được lấy từ trong nghiên cứu của 

Thai và cộng sự [1]. Với bốn lưới phần tử hữu hạn riêng 

biệt được phân tích cho từng trường hợp tấm để xác định 

tốc độ hội tụ của phương pháp IGA được đề xuất. Như 

được hiển thị trong Bảng 1, trong khi sự hội tụ nhanh của 

phân tích được ghi lại cho các bậc đa thức p=3 và p=4, các 

nghiệm sử dụng p=2 thể hiện tốc độ hội tụ tương đối chậm 

đối với các nghiệm giải tích của Thai và cộng sự [1]. Dựa 

trên các kết quả trên, lưới phần tử NURBS khối 11x11 

(p=4) được sử dụng cho các khảo sát tiếp theo. 

Bảng 1. Sự hội tụ của tần số dao động riêng không thứ nguyên 

𝛺1 của tấm micro có cơ tính biến thiên (ℎ/𝑎 = 0,05, 𝛼𝑧 = 1) 

  Lưới phần tử 
[1] 

𝑙/ℎ 𝑝 7x7 9x9 11x11 13x13 

0,2 

2 5,8982 5,8882 5,8832 5,8803 

5,9175 3 5,8733 5,8732 5,8732 5,8732 

4 5,8732 5,8732 5,8732 5,8732 

0,8 

2 10,8937 10,8753 10,8660 10,8608 

10,9293 3 10,8477 10,8476 10,8475 10,8475 

4 10,8475 10,8475 10,8475 10,8475 

Tiếp theo, Bảng 2 trình bày kết quả so sánh tần số dao 

động 𝛺1
∗ của tấm FGM micro. Độ dày của tấm được  

chỉ định là trung bình (𝑎/ℎ = 20) và mỏng (𝑎/ℎ = 100) 

với bốn giá trị của tham số tỷ lệ chiều dài vật liệu 
𝑙

ℎ
= 0,2;  0,4;  0,8;  1,0 và 𝛼𝑧 = 0;  1. Các kết quả 𝛺1

∗ do bài 

báo đề xuất hoàn toàn phù hợp với các kết quả được báo 

cáo trong [18] như đã thấy trong Bảng 2. Từ các kết quả so 

sánh trên, cho thấy được tính đúng đắn của phương pháp 

và các công thức mà bài báo xây dựng. 

Bảng 2. So sánh tần số dao động riêng không thứ nguyên 𝛺1
∗ 

của tấm micro có cơ tính biến thiên theo phương chiều dày 

  𝛼𝑧 = 0 𝛼𝑧 = 1 

𝑎/ℎ 𝑙/ℎ [18] Bài báo [18] Bài báo 

20 

0,2 6,4027 6,4424 4,9568 4,9834 

0,4 7,6708 7,7081 6,0756 6,1016 

0,8 11,4108 11,4478 9,2887 9,3171 

1 13,5545 13,5934 11,1042 11,1352 

100 

0,2 6,4534 6,4551 4,9922 4,9940 

0,4 7,7217 7,7233 6,1126 6,1146 

0,8 11,4689 11,4704 9,3344 9,3370 

1 13,6186 13,6202 11,1560 11,1589 

4.2. Nghiên cứu số 

Tại tiểu mục này, ảnh hưởng của các tham số đến tần 

số dao động riêng của tấm micro có cơ tính biến đổi theo 

hai phương được nghiên cứu và bình luận. Các kết quả này 

được trình bày dưới dạng các đồ thị và tham số đầu vào 

được lấy chung cho các khảo sát như sau: 
𝑎

ℎ
= 50; 

 
𝑎

𝑏
= 1; 𝛼𝑧 = 0,5; 𝛼𝑥 = 1;  𝜉 = 0,2; 𝑙𝑐 = ℎ; 𝑙𝑚 =

𝑙𝑐

3
; 

𝐾𝑤 = 50; 𝐾𝑠 = 5; vật liệu tấm được sử dụng là gốm 

𝐴𝑙2𝑂3, 𝐸𝑐 = 380𝐺𝑃𝑎, 𝜌𝑐 = 3800𝑘𝑔𝑚−3, 𝑣𝑐 = 0,3 và kim 

loại: 𝐴𝑙; 𝐸𝑚 = 70𝐺𝑃𝑎; 𝜌𝑚 = 2700𝑘𝑔𝑚−3;  𝑣𝑚 = 0,3 

(mỗi trường hợp khảo sát sẽ thay đổi một vài số liệu, các 

số liệu còn lại được giữ nguyên). 

Đầu tiên, ảnh hưởng của hệ số mũ thể tích vật liệu: 

𝛼𝑧 , 𝛼𝑥 đến tần số dao động riêng 𝛺1 của tấm được trình bày 

như Hình 2. Từ đồ thị, có thể dễ dàng nhận thấy, tần số dao 

động riêng 𝛺1 giảm khi hệ số 𝛼𝑧, 𝛼𝑥 tăng lên, điều này được 

giải thích là sự tăng lên của 𝛼𝑧 , 𝛼𝑥 làm cho tỷ lệ kim loại 

trong vật liệu tấm tăng lên do đó độ cứng của tấm giảm. 

Hơn nữa 0 ≤ 𝛼𝑧 , 𝛼𝑥 ≤ 2 là giá trị tần số dao động riêng 

giảm nhanh nhất, sau giá trị này, tốc độ suy giảm của tần 

số dao động riêng chậm hơn. Và trong hai loại lỗ rỗng loại 

1 và loại 2, loại 2 (lỗ rỗng loại 2) sẽ cho kết cấu có tần số 

lớn hơn. Một điều nữa có thể thấy là, tấm micro có cơ tính 

thay đổi theo hai phương sẽ mềm hơn tấm micro có cơ tính 

thay đổi theo một phương hoặc đẳng hướng. Tuy nhiên, 

tấm micro có cơ tính thay đổi theo nhiều phương sẽ giúp 

kết cấu có được nhiều đặc tính quý của các loại vật liệu 

khác nhau trên mỗi vị trí tấm 

Tiếp theo, Hình 3 mô tả kết quả tần số dao động riêng 

do sự thay đổi của hệ số tỷ lệ chiều dài vật liệu 𝑙𝑐 , 𝑙𝑚. Dễ 

dàng quan sát thấy, tần số dao động riêng 𝛺1 liên tục tăng 

lên khi tăng giá trị 𝑙𝑐 , 𝑙𝑚. Điều đó cho thấy, kết cấu càng 

nhỏ, càng cứng và độ cứng này được thể hiện qua hệ số tỷ 

lệ chiều dài vật liệu 𝑙𝑐 , 𝑙𝑚. 

Hình 4, mô tả ảnh hưởng của độ cứng nền đàn hồi 

Pasternak gồm 𝐾𝑤 , 𝐾𝑠 đến giá trị tần số dao động riêng 

của tấm micro, cũng như hệ số tỷ lệ chiều dài vật liệu, sự 

tăng lên của độ cứng nền đàn hồi, góp phần làm tăng độ 

cứng tổng thể của tấm và kết quả là tăng tần số dao động 

riêng. Từ đó có thể thấy, độ cứng của tấm có thể điều 
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khiển bằng cách cho chúng tựa trên các nền đàn hồi có độ 

cứng khác nhau 

 

Hình 2. Ảnh hưởng của hệ số mũ thể tích vật liệu: 𝛼𝑧, 𝛼𝑥 đến 

tần số dao động riêng 𝛺1 của tấm micro (SSSS) 

 

Hình 3. Ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dài vật liệu: 𝑙𝑐 , 𝑙𝑚 đến 

tần số dao động riêng 𝛺1 của tấm micro (CCCC) 

 

Hình 4. Ảnh hưởng của hệ số độ cứng nền đàn hồi: 𝐾𝑤 , 𝐾𝑠 đến 

tần số dao động riêng 𝛺1 của tấm micro (CSCS) 

Cuối cùng là ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng và các điều 

kiện biên khác nhau đến các kết quả tần số dao động riêng 

𝛺1 được mô tả rõ ràng trên Hình 5. Xu hướng chung cho 

ta thấy, hệ số lỗ rỗng tăng lên làm cho tần số dao động 

riêng giảm, hay nói cách khác, hệ số lỗ rỗng làm giảm độ 

cứng của tấm. Hơn nữa, các điều kiện biên khác nhau, 

cũng có tác dụng điều khiển độ cứng của tấm và ở đây 

cho thấy biên CCCC cho độ cứng lớn nhất và nhỏ nhất là 

biên SFSF. Do đó, vỏ sẽ có tần số dao động riêng lớn nhất 

khi sử dụng biên CCCC và tần số dao động riêng nhỏ nhất 

khi sử dụng biên SFSF. Thứ tự giảm dần tần số dao động 

riêng theo các điều kiện biên như sau: CCCC, CSCS, 

SSSS,SFSS, SFSF. 

 

Hình 5. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng và các điều kiện biên khác 

nhau đến tần số dao động riêng 𝛺1 của tấm micro 

5. Kết luận  

Trong khuôn khổ của nghiên cứu hiện tại, phương pháp 

đẳng hình học được phát triển để phân tích dao động riêng 

của tấm micro có cơ tính thay đổi theo hai phương dựa vào 

lý thuyết cặp ứng suất đôi sửa đổi với điểm mới là hệ số tỷ 

lệ chiều dài thay đổi như cơ tính vật liệu. Tính chính xác 

của phương pháp được kiểm chứng thông qua so sánh số 

với các nghiên cứu sử dụng phương pháp giải tích chính 

xác. Các nghiên cứu chỉ ra rằng, tần số dao động riêng có 

xu hướng tăng lên theo sự gia tăng của hệ số tỷ lệ chiều dài, 

nó không bị phụ thuộc vào các yếu tố hình học hay các điều 

kiện biên khác nhau. Trong khi đó, sự tăng lên của hệ số 

mũ thể tích và lỗ rỗng luôn làm giảm độ cứng của kết cấu 

tấm, dẫn đến giảm tần số dao động riêng một cách nhanh 

chóng. Sự thay đổi các điều kiện biên khác nhau sẽ cho các 

dải tần số dao động riêng và các hình dạng dao động khác 

nhau. Ngoài ra, độ cứng nền đàn hồi có vai trò quan trọng 

trong quá trình làm việc của tấm, nó giúp tấm trở lên cứng 

vững hơn đáng kể.  

Với kết cấu dầm, tấm, vỏ có kích thước micro, chúng 

được sử dụng rộng rãi như các khối xây dựng của hệ thống 

cơ điện tử vi mô (MEMS) gồm các cảm biến vi mô, kính 

hiển vi siêu nhỏ, microantenna, microgripper, 

microactuator và microresonator.  

Dựa vào các kết quả và thuật toán của bài báo, có thể 

phát triển tính toán các nghiên cứu về ổn định tĩnh, động, 

bài toán động lực học tuyến tính và phi tuyến của tấm micro 

cơ tính biến đổi theo hai phương. Tuy nhiên, do lý thuyết 

của bài báo thích hợp cho tính toán tấm mỏng, nên các 

nghiên cứu về tấm dày cần phải sử dụng lý thuyết tấm dày, 

để kết quả thu được chính xác nhất. 
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