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Tóm tắt - Bài toán về sự bảo tồn các tính chất topo thông qua các 

ánh xạ là một trong những bài toán trọng tâm của topo đại cương. 

Vào năm 2015, Y. K. Song và R. Li đã chứng minh rằng, không 

gian Hurewicz yếu được bảo tồn qua ánh xạ liên tục ([1]). Gần đây, 

các tác giả khác cũng đã chỉ ra rằng, các không gian như star-C-

Hurewicz, -Hurewiz yếu, star- -Hurewicz mạnh, star- -

Hurewicz yếu, set star-Hurewicz, set star-Hurewicz mạnh được bảo 

tồn qua ánh xạ liên tục ([2], [3], [4]). Trong bài báo này, nhóm tác 

giả tiếp tục nghiên cứu sự bảo tồn qua ánh xạ liên tục của một số 

không gian topo được giới thiệu gần đây. Chứng rằng các không 

gian starcompact, star-Lindelöf, starcompact mạnh, star-Lindelöf 

mạnh, cellular-compact, cellular-Lindelöf, -starcompact, 

-starcompact, star-Menger và star-Menger mạnh cũng bảo tồn 

qua ánh xạ liên tục. Nhờ các kết quả này, nghiên cứu thu được rằng 

nếu một không gian là starcompact (tương ứng, star-Lindelöf, 

starcompact mạnh, star-Lindelöf mạnh, cellular-compact, cellular-

Lindelöf, -starcompact, -starcompact, star-Menger, star-

Menger mạnh), thì không gian thương nó cũng vậy. 

 Abstract - The problem of preservation of topological properties 

under mappings is one of the central problems of general topology. 

In 2015, Y. K. Song and R. Li proved that, weakly Hurewicz spaces 

are preserved under continuous mappings ([1]). Recently, other 

authors have also shown that, spaces such as star-C-Hurewicz, 

weakly -Hurewicz, strongly star- -Hurewicz, weakly star- -

Hurewicz, set star-Hurewicz and strongly set star-Hurewicz are 

preserved under continuous mappings ([2], [3], [4]). In this paper, 

the authors continue to study the preservation under continuous 

mappings of some recently introduced topological spaces. Prove 

that starcompact, star-Lindelöf, strongly starcompact, strongly star-

Lindelöf, cellular-compact, cellular-Lindelöf, -starcompact,  

-starcompact, star-Menger and strongly star-Menger spaces are 

also preserved under continuous mappings. By these results, the 

study obtain that if a space is starcompact (resp., star-Lindelöf, 

strongly starcompact, strongly star-Lindelöf, cellular-compact, 

cellular-Lindelöf, -starcompact, -starcompact, star-Menger, 

strongly star-Menger), then so is its quotient space. 

Từ khóa - Ánh xạ liên tục; starcompact; star-Lindelöf; cellular-

compact; cellular-Lindelöf. 

 Key words - Continuous mappings; starcompact; star-Lindelöf; 

cellular-compact; cellular-Lindelöf. 

1. Giới thiệu  

Thuật ngữ star-P (P là một tính chất topo nào đó) là 

một suy rộng của tính chất P được đưa ra bởi J. van Mill 

và cộng sự trong [5]; bên cạnh đó, một số tính chất star như 

star hữu hạn, star đếm được được đưa ra bởi S. Ikenaga 

(xem [6]) và được nghiên cứu đầu tiên bởi E. K. van 

Douwen và cộng sự [7]. Nhờ đó, nhiều tính chất star mới 

lần lượt xuất hiện như: starcompact, starcompact mạnh, 

star-Lindelöf, star-Lindelöf mạnh, cellular-compact, 

cellular-Lindelöf, -starcompact, -starcompact, star-

Menger và star-Menger mạnh (xem [8-11]). 

Một khía cạnh quan trọng được các nhà toán học trên 

thế giới quan tâm nhiều hiện nay là nghiên cứu sự bảo tồn 

của các tính chất metric rộng qua các ánh xạ (xem [1-4]). 

Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu sự bảo tồn các 

tính chất starcompact, starcompact mạnh, star-Lindelöf, 

star-Lindelöf mạnh, cellular-compact, cellular-Lindelöf, 

-starcompact, -starcompact, star-Menger và star-

Menger mạnh qua ánh xạ liên tục. 

Trong suốt bài báo này, tất cả các ánh xạ là toàn ánh, 

còn khái niệm và thuật ngữ khác nếu không nói gì thêm thì 

được hiểu thông thường (xem [12]). Ngoài ra, nhóm các 
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tác giả còn sử dụng thêm kí hiệu:  

{1,2, }, {0},=  =   

{ : },A A=   

( , ) { : }.A U U A=    St  

2. Cơ sở lí thuyết và Phương pháp nghiên cứu 

2.1. Cơ sở lí thuyết 

Định nghĩa 2.1.1 ([12]).  Giả sử ( , )X  và ( , )Y   là các 

không gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ. Khi đó,  

(1) f  được gọi là liên tục tại x X  nếu với mỗi V  là 

lân cận mở của ( )f x  trong Y , tồn tại lận cận mở U  của 

x  trong X  sao cho ( ) .f U V   

(2) f  được gọi là liên tục trên X  (hoặc liên tục) nếu 

nó liên tục tại x  với mỗi .x X    

Định nghĩa 2.1.2. Giả sử ( , )X   là không gian topo. 

Khi đó, X  được gọi là  

(1) Không gian starcompact (tương ứng, star-Lindelöf) 

[10], nếu với mọi phủ mở  của X  tồn tại họ hữu hạn 
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(tương ứng, đếm được)  của  sao cho 

( , ).X =St  

(2) Không gian starcompact mạnh (tương ứng, star-

Lindelöf mạnh), nếu với mọi phủ mở  của X , tồn tại tập 

con hữu hạn (tương ứng, đếm được) A  trong X  sao cho 

( , ).X A=St  

(3) Không gian cellular-compact [8], nếu với mọi  

là họ gồm các tập mở khác rỗng rời nhau trong X , tồn tại 

K  là tập compact trong X  sao cho K U    với mọi 

.U   

(4) Không gian cellular-Lindelöf [9], nếu với mọi  là 

họ gồm các tập mở khác rỗng rời nhau trong X , tồn tại L  

là tập Lindelöf  trong X  sao cho L U    với mọi 

.U   

(5) Không gian -starcompact [13], nếu với mọi phủ 

mở  của X , tồn tại tập con compact  K  trong X  sao cho  

( ), .X K=St  

(6) Không gian -starcompact [14], nếu với mọi phủ 

mở  của ,X  tồn tại tập con Lindelöf L  trong X  sao cho 

( ), .X L=St  

(7) Không gian star-Menger [11], nếu với mỗi

{ : }n n   là dãy gồm các phủ mở của X , tồn tại 

{ : }n n   sao cho với mỗi n  , n  là họ hữu hạn của 

n  và 

 ( , ) :n n n St  

là phủ mở của .X  

(8) Không gian star-Menger mạnh [11], nếu với mỗi 

{ : }n n   là dãy gồm các phủ mở của X , tồn tại 

{ : }nF n   là dãy gồm các tập hữu hạn trong X  sao cho 

 ( , ) :n nF n St  

là phủ mở của .X  

2.2. Phương pháp nghiên cứu 

Trong quá trình nghiên cứu, nhóm tác giả đã sưu tầm, 

phân tích các bài báo của những tác giả đi trước. Sau đó, 

bằng phương pháp tương tự hóa, khái quát hóa một số kết 

quả trong các công trình này, nhóm tác giả đã đưa ra những 

kết quả chính cho bài báo của mình. 

3. Kết quả nghiên cứu và Bình luận 

3.1. Kết quả nghiên cứu 

Bổ đề 3.1.1. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không gian 

topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, nếu 

K  là tập compact (tương ứng, Lindelöf) trong X , thì 

( )f K  là tập compact (tương ứng, Lindelöf) trong .Y  

Chứng minh. Giả sử K  là tập compact (tương ứng, 

Lindelöf) trong X  và  
I

U 
 là phủ mở của ( )f K  trong 

.Y  Bởi vì f  là ánh xạ liên tục nên ( ) 1

I
f U



−


 là phủ 

mở của .X  Hơn nữa, vì K  là tập compact (tương ứng, 

Lindelöf ) trong X  nên tồn tại tập con hữu hạn (tương ứng, 

đếm được) J  của I  sao cho  

1( ),

J

K f U



−



  

kéo theo 

( ) ( )( )1 1( ) .

J J J

f K f f U f f U U  

  

− −

  

 
  = 
 
 

 

Do đó, ( )f K  là tập compact (tương ứng, Lindelöf) trong .Y   

Định lí 3.1.2. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 

nếu X  là không gian gian starcompact (tương ứng, star-

Lindelöf), thì Y  là không gian starcompact (tương ứng, 

star-Lindelöf). 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian starcompact 

(tương ứng, star-Lindelöf) và  là phủ mở của .Y  Bởi vì 

f  là ánh xạ liên tục nên  

 1( ) :f U U−=   

là phủ mở của .X  Mặt khác, vì X  là không gian star-

compact (tương ứng, star-Lindelöf) nên tồn tại  là họ con 

hữu hạn (tương ứng, đếm được) của  sao cho  

1( ), .

V

f V X−



 
  =
 
 

St  

Khi đó, ( ), .Y=St  

Thật vậy, giả sử .y Y  Bởi vì f  là toàn ánh nên tồn tại 

x X  sao cho ( ).y f x=  Do đó, tồn tại yU   và 

yV   sao cho  

( ) ( ) ( )1 1 1và .  y y yx f U f U f V− − −    

Suy ra   và ,y y yy U U V    

kéo theo  ( ), .ySt  

Như vậy, Y  là không gian starcompact (tương ứng, 

star-Lindelöf). 

Định lí 3.1.3. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 

nếu X  là không gian starcompact mạnh (tương ứng, star-

Lindelöf mạnh), thì Y  là không gian starcompact mạnh 

(tương ứng, star-Lindelöf mạnh). 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian starcompact 

mạnh (tương ứng, star-Lindelöf mạnh) và  là phủ mở 

của .Y  Bởi vì f  là ánh xạ liên tục nên  

 1( ) :f U U−=   

là phủ mở của .X  Hơn nữa, vì X  là không gian 

starcompact mạnh (tương ứng, star-Lindelöf mạnh) nên tồn 

tại tập con hữu hạn (tương ứng, đếm được) F  trong X  sao 

cho  
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( , ) .F X=St  

Khi đó, ( )E f F=  là tập con hữu hạn (tương ứng, đếm 

được) trong Y . Hơn nữa, ta có  

( , ) .E Y=St  

Thật vậy, giả sử .y Y  Bởi vì f  là toàn ánh nên tồn tại 

x X  sao cho ( ).y f x=  Suy ra tồn tại yU   sao cho  

( ) ( )1 1 và  ,y yx f U f U F− −    

kéo theo   và .y yy U U E    

Do đó,   ( , ).y ESt  

Như vậy, Y  là không gian starcompact mạnh (tương ứng, 

star-Lindelöf mạnh). 

Định lí 3.1.4. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 

nếu X  là không gian cellular-compact (tương ứng, 

cellular-Lindelöf), thì Y  là không gian cellular-compact 

(tương ứng, cellular-Lindelöf). 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian cellular-compact 

(tương ứng, cellular-Lindelöf) và  là họ gồm các tập mở 

khác rỗng rời nhau trong .Y  Khi đó, bởi vì f  là ánh xạ 

liên tục và toàn ánh nên  

 1( ) :f U U−=   

là họ gồm các tập mở khác rỗng rời nhau của .X  Hơn nữa, 

vì X  là không gian cellular-compact (tương ứng, cellular-

Lindelöf) nên tồn tại tập compact (tương ứng, Lindelöf) K  

trong X  sao cho nếu U thì 

1( ) .K f U−   

Do đó, với mọi U  ta có   

( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) ( ) .f K f U f K f f U f K U− −        

Bởi vì f  là ánh xạ liên tục nên theo Bổ đề 3.1.1 ta suy ra

( )f K  là tập compact (tương ứng, Lindelöf) trong .Y  Do 

đó, Y  là không gian cellular-compact (tương ứng, cellular-

Lindelöf). 

Định lí 3.1.5. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 

nếu X  là không gian -starcompact (tương ứng, 

-starcompact), thì Y  là không gian -starcompact 

(tương ứng, -starcompact). 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian -starcompact 

(tương ứng, -starcompact) và  là phủ mở của .Y  Bởi 

vì f  là ánh xạ liên tục nên  

 1( ) :f U U−=   

là phủ mở của .X  Mặt khác, vì X  là không gian  -

starcompact (tương ứng, -starcompact) nên tồn tại tập 

con compact (tương ứng, Lindelöf) H  trong X  sao cho  

( , ) .H X=St  

Bởi vì f  là ánh xạ liên tục nên theo Bổ đề 3.1.1,

( )K f H=  là tập con compact (tương ứng, Lindelöf) trong 

.Y  Hơn nữa, ta có 

( , ) .K Y=St  

Thật vậy, giả sử .y Y  Bởi vì f  là toàn ánh nên tồn tại 

x X  sao cho ( )y f x= . Do đó, tồn tại yU   sao cho  

( ) ( )1 1 và ,y yx f U f U H− −    

kéo theo   và .y yy U U K    

Do đó,   ( , ).y KSt  

Như vậy, Y  là không gian -starcompact (tương ứng, 

-starcompact). 

Định lí 3.1.6. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 

nếu X  là không gian star-Menger, thì Y  là không gian 

star-Menger.   

Chứng minh. Giả sử X  là không gian star-Menger và  

{ : }n n   là dãy gồm các phủ mở của .Y Khi đó, với 

mỗi n  , ta đặt  

 1( ) : .n nf U U−=   

Bởi vì f  là ánh xạ liên tục nên { : }n n   là dãy gồm 

các phủ mở của .X  Mặt khác, vì X  là không gian star-

Menger nên tồn tại họ { : }n n   sao cho với mỗi ,n 

n  là họ con hữu hạn của n  và  

 ( , ) :n n n St  

là phủ mở của ,X  trong đó với mỗi ,n   

 1( ) : .n nf V V−=   

Bây giờ, ta chứng tỏ rằng  

 ( , ) :n n n St  

là phủ mở của .Y  Thật vậy, giả sử .y Y  Bởi vì f  là toàn 

ánh nên tồn tại x X  sao cho ( )y f x= . Do đó, tồn tại 

xn   sao cho  

( ), .
x xn nxSt  

Suy ra tồn tại 
x xn nV   và 

x xn nU   sao cho  

( ) ( ) ( )1 1 1 và ,
x x xn n nx f U f U f U− − −    

kéo theo   và .
x x xn n ny U U V    

Do đó,   ( ), .
x xn nySt  

Như vậy, Y  là không gian star-Menger. 

Định lí 3.1.7. Giả sử ( , )X   và ( , )Y   là các không 

gian topo, : ( , ) ( , )f X Y →  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 
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nếu X  là không gian star-Menger mạnh, thì Y  là không 

gian star-Menger mạnh. 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian star-Menger 

mạnh và  { : }n n   là dãy gồm các phủ mở của .Y  Với 

mỗi n  , ta đặt  

 1( ) : .n nf U U−=   

Khi đó, vì f  là ánh xạ liên tục nên { : }n n   là dãy 

gồm các phủ mở .X  Bởi vì, X  là không gian star-Menger 

mạnh nên tồn tại dãy { : }nF n   gồm các tập hữu hạn 

trong X  sao cho  

 ( , ) :n nF n St  

là phủ mở của .X  Bây giờ, với mỗi n  , ta đặt  

( ).n nE f F=  

Khi đó,   :nE n   

là dãy gồm các tập hữu hạn trong .Y  Hơn nữa, 

 ( , ) :n nE n St  

là phủ mở của .Y  Thật vậy, giả sử .y Y  Bởi vì f  là toàn 

ánh nên tồn tại x X  sao cho ( )y f x= . Do đó, tồn tại 

xn   sao cho  

( ), .
x xn nx FSt  

Bởi thế, tồn tại 
x xn nU   sao cho  

( ) ( )1 1 và ,
x x xn n nx f U f U F− −    

kéo theo   và .
x x xn n ny U U E    

Suy ra   ( ), .
x xn ny ESt  

Như vậy, Y là không gian star-Menger mạnh. 

Hệ quả 3.1.8. Giả sử ( , )X   là không gian topo. Khi đó, 

nếu X  là không gian starcompact (tương ứng, star-Lindelöf, 

starcompact mạnh, star-Lindelöf mạnh, cellular-compact, 

cellular-Lindelöf, -starcompact, -starcompact, star-

Menger và star-Menger mạnh), thì không gian thương 
*X  

của nó cũng là không gian starcompact (tương ứng, star-

Lindelöf, starcompact mạnh, star-Lindelöf mạnh, cellular-

compact, cellular-Lindelöf, -starcompact, -

starcompact, star-Menger và star-Menger mạnh). 

Chứng minh. Giả sử X  là không gian không gian star-

compact (tương ứng, star-Lindelöf, cellular-compact, 

cellular-Lindelöf, -starcompact, -starcompact, star-

Menger và star-Menger mạnh). Khi đó, vì ánh xạ thương 

*

*      

: X X

x x

 →
 

là liên tục nên theo các Định lí 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6 

và 3.1.7 ta suy ra rằng 
*X  là không gian star-compact 

(tương ứng, star-Lindelöf, starcompact mạnh, star-Lindelöf 

mạnh, cellular-compact, cellular-Lindelöf, -starcompact, 

-starcompact, star-Menger và star-Menger mạnh). 

3.2. Bình luận  

Các kết quả chính của bài báo được thể hiện ở các Định 

lí 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7 và Hệ quả 3.1.8. 

- Định lí 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, và 3.1.7 

là sự bảo tồn của các không gian starcompact (tương ứng, 

star-Lindelöf, starcompact mạnh, star-Lindelöf mạnh, 

cellular-compact, cellular-Lindelöf, -starcompact,  

-starcompact, star-Menger và star-Menger mạnh) qua 

ánh xạ liên tục. 

- Hệ quả 3.1.8 thu được nhờ tính liên tục của ánh xạ 

thương. 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, nhóm tác giả đã đưa ra và chứng 

minh chi tiết một số kết quả mới liên quan đến sự bảo tồn 

của các tính chất star-P với P là một tính chất topo nào đó 

thông qua ánh xạ liên tục. Nhờ đó, các kết quả của bài báo 

đã góp phần làm phong phú lĩnh vực nghiên cứu các tính 

chất metric suy rộng trong topo đại cương. 
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