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Tóm tắt - Ký hiệu Pn là không gian xạ ảnh có chiều bằng n, 

0 1[ , ,...,x ]nS k x x=  là vành đa thức theo các biển 0 1, ,..., nx x x  với 

hệ số được lấy trên trường đóng đại số k. Ai là các điểm trong Pn, 

ai là các số nguyên dương. Gọi J là giao luỹ thừa các iđêan nguyên 

tố 
i  sinh bởi n dạng tuyến tính độc lập tuyến tính. Vành R/J là 

một vành phân bậc dương, các phần phân bậc là các k-không gian 

véc tơ. Ký hiệu G=a1A1+ +atAt là 0-lược đồ xác định bởi J. 

Chỉ số chính quy của R/J (hay G) ký hiệu là reg(R/J) hay reg(G) 

được định nghĩa qua chiều của các k-không gian véc tơ này. Tuy 

nhiên, việc tính reg(G) cho một tập điểm tuỳ ý là không dễ và có 

rất ít kết quả tính được nó. Kết quả của tác giả là tính reg(G) cho 

một tập sáu điểm hầu đồng bội ở vị trí bất kỳ trong P3. 

 Abstract - The denote by Pn the projective space with its 

dimension is n, 
0 1[ , ,...,x ]nS k x x=  is polynomial ring in variables 

0 1, ,..., nx x x  over the algebraic closed field. If Ai
 in Pn and ai in 

positive integer number. Let J be the power intersection of prime 

ideals generated by n linearly independent linear forms. The R/J 

ring is a positive-degree ring, the degree parts of which are k-

vector spaces. The denote by G=a1A1+ +atAt is 0-scheme 

defined by J. The regularity index of R/J (or G), denote by 

reg(R/J) (or reg(G)) is defined by the dimension of these k-vector 

spaces. However, computing reg(G) for an arbitrary set of points 

is not easy and there are very few results that can compute it. The 

author's result is to compute reg(G) for a set of six nearly 

equimultiple points given at any position in P3. 

Từ khóa - Tập điểm béo; hầu đồng bội; chỉ số chính quy; vành 

toạ độ; 0-lược đồ 

 Key words - fat points; almost equimultiple; the regularity index; 

coordinate ring; 0-scheme 

 

1. Giới thiệu 

Trong bài báo này, tác giả ký hiệu :n n

kP P=  là một không 

gian xạ ảnh với số chiều bằng n, 
0 1[ , ,..., x ]nS k x x=  là vành 

đa thức theo biến 0 1, ,..., nx x x  bậc chuẩn hệ số được lấy 

trên trường đóng đại số k. Giả sử 1,..., tA A  là các điểm phân 

biệt trong Pn. Với j =1,…,t, ký hiệu i  là iđêan nguyên tố 

thuần nhất xác định bởi Ai. Với các số nguyên dương 

1,..., ta a  iđêan 1

1
taa

tJ =    là giao luỹ thừa các iđêan 

nguyên tố 
i sinh bởi n dạng tuyến tính độc lập tuyến tính, 

ký hiệu G là 0-lược đồ xác định bởi J và gọi 

G=a1A1+ +atAt 

là tập điểm béo trong Pn. 

Vành toạ độ thuần nhất R/J của G là phân bậc dương 

0/ ( / )s sR R JJ =  có số bội 
1

1
( / ) : .

t
i

i

a n
e R J

n=

+ − 
=  

 
  Mỗi phân 

bậc (R/J)s là một k-không gian véc tơ hữu hạn chiều. Hàm 

số 

hG(s) = dimk(R/J)s 

được gọi là hàm Hilbert của G. 

Chỉ số chính quy của tập điểm béo G được xác định là 

số nguyên dương s bé nhất sao cho hZ(s) = e(R/J,), ký hiệu 

reg(G). 
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Việc đưa ra chặn trên khá nhỏ là không khó, nhưng đưa 

ra chặn trên chặt là khó, chính vì vậy để tính được reg(G) 

là bài toán khó. Ta có thể tìm thấy những kết quả về chặn 

trên của reg(G) trong [1-6]. 

Năm 1996 sau khi quan sát một số kết quả trước đó 

N.V. Trung (xem [6]) đã đưa ra giả thuyết sau:  

Cho tập điểm béo G=a1A1+ +atAt trong Pn, đặt 

1
2

{[ ] |
ll

q

k

ii
a k

D ma
k

x
=

−
=

+
, 

1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k- phẳng}, 

D=max{Dk | k=1,…,n}. 

Khi đó reg(G)  D. 

Trong không gian xạ ảnh Pn, tập điểm A={A1,…,At} 

được gọi là không suy biến nếu A không nằm trên một  

(n-1)-phẳng. Tập điểm béo G=a1P1+ +atAt được gọi là 

không suy biến nếu A không suy biến. 

Năm 2016, E. Ballico, O. Dumitrescu và Postinghel 

(xem [1]) đã chứng minh được giả thuyết của Trung cho 

cho tập G = a1A1+ + an+3An+3 không suy biến trong Pn. 

Giả thuyết nói trên đã được Nagel và Trok (xem [5]) đã 

chứng minh hoàn toàn trong năm 2018, tuy nhiên việc đưa 

ra công thức tính reg(G) vẫn là bài toán mở. Cho đến nay 

có rất ít kết quả được đăng trên các tạp chí có uy tín. 
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Với A1,…,At có giá nằm trên một đường thẳng. Năm 

1984, Davis và Geramita (xem [3, Corollary 2.3]) đã tính 

được chỉ số chính quy của 
1 1 t tG a A a A= + + : 

( ) 1 1tg G a are + += − . 

Một đường cong hữu tỷ chuẩn trong Pn là đường cong 

có phương trình tham số 

1 1

0 1 1, ,..., ,n n n n

n nx s x s v x sv x v− −

−= = = = . 

Cho một tập điểm béo G=a1A1+ +atAt trong Pn, với 

1 1.t ta a a−    Năm 1993, Catalisano, Trung và Valla 

đã tính được reg(G) (xem [2]) cho tập điểm A1,…, At nằm 

trên đường cong hữu tỷ chuẩn trong Pn (xem [2, Proposition 

7]), thì 

( ) 1 2

1

max 1, ( 2) / n .
t

i

i

a areg aG n
=

  
= + − + −  

  
  

Với tập t+2 điểm béo không nằm trên (t-1)-phẳng trong 

Pn( t n ), năm 2012, Thiện (xem [7, Theorem 3.4]) đã đưa 

ra công thức tính reg(G): 

reg(G)=D. 

Mở rộng kết quả này cho tập t+3 điểm béo đồng bội 

không nằm trên (t-1)-phẳng trong Pn, năm 2017, P.V. 

Thiện và T.N. Sinh (xem [8, Theorem 4.6]) đã đưa ra công 

thức reg(G): 

reg(G)=D 

Trong trường hợp aj = a hoặc aj = a-1 thì G=a1A1+

+atAt được gọi là hầu đồng bội, với mọi i = 1,…t. 

Nôi dung của bài báo này, tác giả đưa ra công thức tính 

chỉ số chính quy của tập điểm hầu đồng bội 

G=3P1+3P2+3P3+4P4+4P5+4P6. Kết quả này được nêu 

trong Định lý 3.5 ở Mục 3 trong bài báo này. 

2. Các bổ đề cần dùng 

Để chuẩn bị cho phần chứng minh nội dung chính ở 

phần 3, tác giả cần sử dụng các bổ đề sau. 

Hai bổ đề đầu tiên chỉ ra công thức tính chỉ số chính 

quy của tập n+2 và n+3 điểm trong P3. 

Bổ đề 2.1. ([7, Định lý 3.4]). Giả sử A1,…,As+2 là các 

điểm phân biệt không nằm trên (t-1)-phẳng trong Pn, ,t n  

cho các số nguyên dương a1,…,at. Đặt 21

1 2 .taa

tJ +

+=    

Khi đó, reg(R/J)=max{Dk|k=1,…,n}, với 

1
2

{[ ] |l

q

il

jD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, k=1,…,n. 

Bổ đề 2.2. ([8, Định lý 3.1]). Giả sử A1,…, At+3 là các 

điểm phân biệt ở vị trí tổng quát trên t-phẳng, không nằm 

trên (t-1)-phẳng trong Pn, t n , và ai là các số nguyên 

dương. Cho tập điểm béo 

G = a1P1+ + at+3At+3. 

Khi đó, reg(G) =max{Dj | j= 1,2,…,n}, với 

1
2

{[ ] |l

q

il

jD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, k=1,…,n. 

Để đánh giá chặn trên cho chỉ số chính quy cho trường 

hợp n+3 điểm béo trong Pn ta cần bổ đề sau. 

Bổ đề 2.3. ([1, Định lý 2.1]). Giả sử G = a1A1+ + 

an+3An+3 là một tập n+3 điểm béo không suy biến trong Pn. 

Khi đó, reg(G)  max{Dj |j=1,…,n}, với 

1
2

{[ ] |l

q

il

jD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, k=1,…,n. 

Cho tập các chỉ số {1,…,t} và {i1,…,is} {1,…,t} là tập 

chỉ số con của {1,…,t}. Ta gọi 
1 1 r ri i i iH a A a A= + +  là tập 

điểm béo con của tập G=a1A1+ +atAt. 

Bổ đề sau cho ta thấy được chỉ số chính quy của 0-lược 

đồ con luôn bị chặn trên. 

Bổ đề 2.4. ([7, Bổ đề 3.3]). Giả sử A={A1,…, At } là tập 

các điểm phân biệt trong Pn và a1,…,at là các số nguyên 

dương. Đặt 1

1 .saa

tJ =    Nếu  
1
,...,

ri iB A A=  là một 

tập con của A và 1

1

i ir

r

m m

i ip =    khi đó 

reg(R/p)  reg(R/J). 

Từ đây suy ra, nếu G =a1A1+ +atAs và 

1 1 r ri i i iH a A a A= + +  là các tập điểm béo xác định bởi 

iđêan J, thì ta có 

reg(H)   reg(G). 

Bổ đề sau giúp ta tính được chỉ số chính quy của tập 

điểm nằm trên đường thẳng. 

Bổ đề 2.5. ([3, Hệ quả 2.3]). Giả sử G=a1A1+ +atAt 

là một tập điểm béo tùy ý trong Pn. Khi đó 

reg(G) = a1+ +at -1 

nếu và chỉ nếu các điểm A1,…,At nằm trên một đường 

thẳng. 

3. Chỉ số chính quy của lược đồ G=3A1 + 3A2 + 3A3 + 

4A4 + 4A5 + 4A6 trong P3  

Phần này tác giả trình bày các kết quả chính của nghiên 

cứu. Tác giả bắt đầu từ bổ đề sau: 

Bổ đề 3.1. Cho tập sáu điểm phân biệt không suy biến 

A={A1,…,A6 } trong P3 sao cho không có năm điểm nào 

của chúng nằm trên 2-phẳng. Với các số nguyên dương 

a1,…,a6, xét tập điểm béo 

G=a1A1+ +a6A6.. 

Đặt 1
2

{[ ] |l

q

il

kD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một j-phẳng}, và 

D=max{Dk| k=1,2,3}. 

Khi đó, nếu D=D1 hoặc D=D2 thì reg(G) = D. 

Chứng minh. 

• Nếu D=D1: Khi đó có một đường thẳng gọi là d đi qua 

các điểm 
1
,...,

ri iA A sao cho 
11 1

ri iD a a= + + − . Xét tập 

điểm béo 
1 1 r ri i i iH a A a A= + + , theo Bổ đề 2.4 và Bổ đề 

2.5, ta có 

D = reg(H)   reg(G). 
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Hơn nữa, theo Bổ đề 2.3, ta có reg (G)  D. Do đó, 

reg(G) = D. 

• Nếu D =D2: Gọi   là 2-phẳng đi qua các điểm 

1
,...,

si iA A sao cho 1

2
2

si ia a
D

+ +
=


 
 

, theo giả thiết, không có 

5 điểm của A nằm trên 2-phẳng, nên 4s  . Xét tập điểm 

béo 
1 1 s si i i iU a A a A= + + , theo Bổ đề 2.1 ta có: 

reg(U) =D2=D. 

Mặt khác, theo Bổ đề 2.3 và Bổ đề 2.4, ta có 

reg(U)  reg(G)  D. 

Từ đó ta nhận được reg(G) =D. 

Bổ đề 3.1 đã được chứng minh. 

Bổ đề 3.2. Trong không gian xạ ảnh Pn, cho tập n +3 

điểm không suy biến A={A1,…, An+3}. Với a1,…,an+3 là số 

nguyên dương, xét tập điểm béo 

G = a1A1+ + an+3An+3 

Đặt 

1
2

{[ ] |l

q

il

kD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, và D=max{Dk |k=1,2,..,n }. 

Khi đó, nếu D=D1 thì reg(G) = D. 

Chứng minh. Giả sử 
1
,...,

ri iA A  là r điểm nằm trên 

đường thẳng sao cho 

11 1
ri ia aD D + += = − . 

Khi đó, xét lược đồ 
1 1

 
r ri i i ia AU a A+ += . 

Theo Bổ đề 2.5 ta có reg(U) = D1 = D. 

Mặt khác, 
1

{A ,..., }
ri iB A=  là một tập con của A nên U là 

một lược đồ con của G. Theo Bồ đề 2.4 và Bổ đề 2.3 ta có 

D = reg(U)   reg(G)   D. 

Vậy reg(G) = D. 

Bổ đề 3.2 đã chứng minh xong. 

Bổ đề 3.3. Trong không gian P3, cho tập 6 điểm phân 

biệt không suy biến A={A1,…,A6} sao cho không có năm 

điểm nào của A nằm trên 2-phẳng. Xét lược đồ sau 

G=3A1+3A2+3A3+4A4+4A5+4A6. 

Đặt 

1
2

{[ ] |l

q

il

kD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, với 3
li

a =  hoặc 4
li

a = . 

D=max{Dk | k=1,2,3}. 

Khi đó  reg(G) =D. 

Chứng minh: 

Từ giả thiết không có 5 điểm nằm trên 2-phẳng nên 

không có 4 điểm nào A nằm trên một đường thẳng. 

• Nếu A có ba điểm nằm trên một đường thẳng thì 

8   D1   11; 6D2  7; D3 = 8. 

Suy ra, D= max{D1, D2, D3} =D1. 

• Nếu A không có ba điểm nằm trên một đường thẳng 

thì 

D1 = 7; 6  D2  7; D3 = 7. 

Suy ra, D= max{D1, D2, D3} =D1. 

Do đó, ta có D=D1. 

Theo Bổ đề 3.2 ta có reg(G) = D. 

Ta đã chứng minh xong Bổ đề 3.3  

Mệnh đề 3.4. Trong không gian xạ ảnh P3, cho tập sáu 

điểm phân biệt, không suy biến, không ở vị trí tổng quát 

A={A1,…,A6}. Xét lược đồ sau 

G=3A1+3A2+3A3+4A4+4A5+46. 

Đặt 

1
2

{[ ] |l

q

il

kD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  có giá nằm 

trên một k-phẳng}, với 3
li

a =  hoặc 4
li

a = . 

D= max {Dk |k = 1,2,3}. 

Khi đó reg(G)=D. 

Chứng minh: 

Trong trường hợp A không có 5 điểm nằm trên 2-phẳng 

α thì theo Bổ đề 3.3, ta có 

reg(G) = D. 

Ngược lại ta xét các khả năng sau: 

Nếu A có 4 điểm nằm trên một đường thẳng d. Khi đó, 

12  D1  14; 8  D2  9 và D3 = 7. 

Do đó 

D=max{D1, D2, D3} = D1. 

Theo Bổ đề 3.2 ta có reg(G) = D. 

Nếu A có ba điểm nằm trên một đường thẳng l. Khi đó 

mọi 2-phẳng đi qua 5 điểm của A luôn chưa d. Ta xét các 

khả năng sau. 

• Nếu l đi qua A1, A2, A3. Khi đó 

1 2 3

3.3 2.4 2 2
8;

2
8;   7.D D D

+ + − 
= = 


= =



  

Suy ra D =max{D1, D2, D3} = D1. 

• Nếu l đi qua hai điểm trong ba điểm {A1, A2, A3}. Khi 

đó 

TD1 = 9; 8  D2  9; D3 = 7. 

Suy ra D = max{D1, D2, D3} = D1. 

• Nếu d đi qua hai điểm trong ba điểm {A1, A2, A3}. thì 

D1 = 10; 8  D2  9; D3 = 7. 

Suy ra D = max{D1, D2, D3} = D1. 

• Nếu d không đi qua hai điểm trong ba điểm {A1, A2, 

A3} thì 

D1 = 11; D2 = 9; D3 = 7. 

Suy ra D = max{D1, D2, D3} = D1. 

Do đó D=D1. 

Theo Bổ đề 3.2 ta có 

reg(G) = D. 

Nếu A không có ba điểm nào nằm trên một đường 

thẳng. Khi đó 
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D1 = 7; 7  D2  9; D3 = 7. 

Suy ra D = max{D1, D2, D3} = D2. 

Gọi 
1 2 3 4 5

{ , , , , }i i i i iA A A A AV =  là năm điểm nằm trên  

2-phẳng α. Xét lược đồ con 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5i i i i i i i i i ia A a A a A a A AH a+ += + + . 

Theo Bổ đề 2.2, ta có reg(G)   reg(H) = D2=D. 

Hơn nữa, theo Bổ đề 2.3 ta có reg(G)   D. 

Do đó 

reg(G) =D. 

Mệnh đề 3.4 được chứng minh.  

Định lý 3.5. Cho A={A1,…,A6} là tập 6 điểm phân 

biệt không suy biến, không trong P3. Cho lược đồ sau 

G=3A1+3A2+3A3+4A4+4A5+4A6. 

Đặt 

1
2

{[ ] |l

q

il

kD max
a k

k

=
+ −

=


 
1
,...,

qi iA A  nằm trên một 

k-phẳng}, với 3
li

a =  hoặc 4
li

a = . 

D=max{Dk |k=1,2,3}. 

Khi đó reg(G)=D. 

Chứng minh. 

Trường hợp A ở vị trí tổng quát trong P3 thì theo Bổ đề 

2.2 ta có 

reg(G) = D. 

Do đó ta xét các khả năng sau của A. 

•  A không có 5 điểm nằm trên 2-phẳng. Theo Bổ đề 

3.2 ta có 

reg(G) = D. 

•  A có 5 điểm nằm trên 2-phẳng. Theo Mệnh đề 3.4 ta có 

reg(G) = D. 

Ta đã chứng minh xong Định lý 3.5.  

4. Kết luận 

Việc tính chỉ số chính quy của một 0-lược đồ là rất khó, 

có rất ít kết quả tính về nó. Với 0-lược đồ G=3A1 + 3A2 + 

3A3 + 4A4 + 4A5 + 4A6 trong không gian xạ ảnh P3. Tác giả 

đã chỉ ra công thức tính reg(G). Việc tính chỉ số chính quy 

của một 0-lược đồ vẫn là bài toán mở. 
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