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Tóm tắt - Bài báo trình bày kết quả thiết kế bộ quan sát trạng thái 

bền vững 𝐻2 cho một lớp đối tượng phi tuyến thỏa mãn được điều 

kiện Lipschitz, có thông số thay đổi theo thời gian, thông qua 

phương pháp đa diện. Phương pháp đề xuất nhằm tối thiểu hóa 

tác động của nhiễu lên sai số ước lượng, đồng thời so sánh hiệu 

suất với bộ quan sát 𝐻∞. Với phân tích ổn định dựa trên hàm 

Lyapunov toàn phương, bài toán thiết kế được biểu diễn dưới 

dạng một hệ bất phương trình ma trận tuyến tính (Linear Matrix 

Inequality - LMI), đảm bảo sự ổn định bền vững và tốc độ hội tụ 

nhanh. Kết quả mô phỏng trên mô hình robot khớp linh hoạt một 

liên kết cho thấy bộ quan sát theo tiêu chuẩn 𝐻2 đạt độ chính xác 

cao và khả năng chống nhiễu tốt, từ đó có thể đánh giá được hiệu 

quả của phương pháp đề xuất. 

Từ khóa -  Bộ quan sát trạng thái bền vững 𝐻2; Bất phương trình 

ma trận tuyến tính; lớp đối tượng phi tuyến với thông số thay đổi; 

phương pháp đa diện; Robot khớp linh hoạt

Abstract - The paper presents the design of a robust state 

observer for a class of Lipschitz Nonlinear Parameter-Varying 

system using a polytopic approach. It compares different cases 

regarding pole assignment and convergence speed. The paper 

uses the system norm to minimize the effect of disturbances on 

the estimation error, where the nonlinear component satisfies the 

Lipschitz condition. A quadratic Lyapunov function is employed 

to analyze system stability, through which the observer design is 

formulated as an LMI problem within the polytopic framework. 

The proposed observer is implemented to estimate the states of a 

single-link flexible joint robot model, serving as a benchmark to 

assess the effectiveness and performance of the developed 

methodology. 

Keywords - Robust 𝐻2 observer; Linear Matrix Inequality; A 

class of NonLinear Parameter Varying system; polytopic-based 

approach; single-link flexible joint robot.

1. Phần mở đầu 

Thiết kế bộ quan sát trạng thái là một hướng nghiên cứu 

cốt lõi trong lý thuyết điều khiển, bắt nguồn từ nhu cầu ước 

lượng trạng thái của các hệ thống động lực học nhằm phục 

vụ cho điều khiển phản hồi và chẩn đoán lỗi. Những công 

trình nền tảng như bộ lọc Kalman [1], [2] và bộ quan sát 

Luenberger [3] đã đóng vai trò quan trọng trong việc hình 

thành và phát triển lĩnh vực này, tạo tiền đề cho nhiều 

hướng nghiên cứu hiện đại. Trong thời gian gần đây, nhiều 

nghiên cứu đã tập trung vào việc mở rộng các cấu trúc bộ 

quan sát cổ điển để áp dụng cho các hệ thống có cấu trúc 

phức tạp (hướng nghiên cứu thứ nhất) như hệ thống bị tác 

động bởi các loại nhiễu, có xét đến thành phần bất định, 

tính phi tuyến và các loại trễ [4]-[10]. Bên cạnh đó, hướng 

nghiên cứu thứ hai tập trung vào việc thiết kế các cấu trúc 

bộ quan sát tiên tiến hơn, như bộ quan sát PI và các dạng 

tổng quát [11]-[13], nhằm tăng tốc độ hội tụ và cải thiện 

hiệu quả hoạt động của bộ quan sát. Ngoài ra, hướng 

nghiên cứu áp dụng bộ quan sát đề xuất ứng dụng cho các 

hệ thống thực tế (hướng thứ ba) cũng đa dạng, bao gồm các 

hệ thống định vị quán tính [14]-[16], hệ thống ô tô [17]-

[20], và các ứng dụng chẩn đoán lỗi [21]-[22]. 

Ở hướng thứ nhất, đối tượng nghiên cứu là các hệ thống 
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phức tạp, có tính phi tuyến, nhiễu tác động. Cụ thể, bài báo 

[4] sử dụng điều kiện Lipschitz để xử lý phi tuyến trong mô 

hình giảm chấn và kết hợp chuẩn 𝐻∞ để giảm thiểu tác động 

của nhiễu đo lường và bất định từ mặt đường; bài báo [6] 

xây dựng bộ ước lượng để xác định trạng thái của hệ trong 

khoảng giá trị xác định kết hợp điều kiện Lipschitz giúp 

giảm thiểu độ không chắc chắn do phi tuyến; bài báo [7] sử 

dụng điều kiện Lipschitz để đơn giản hóa phi tuyến trong 

thiết kế và tăng cường hiệu suất bằng cách đồng thời xử lý 

cả nhiễu đo lường và nhiễu bên ngoài; bài báo [17] mô phỏng 

và thử nghiệm thực tế cho thấy khả năng xử lý tốt nhiễu đo 

và các bất định trong vận hành kết hợp với chuẩn 𝐻∞ cho 

phép thiết kế hiệu quả hơn trong điều kiện nhiễu lớn. Nhìn 

chung, các bài báo này đều sử dụng điều kiện Lipschitz để 

xử lý phi tuyến trong các hệ thống điều khiển và quan sát, 

kết hợp với chuẩn 𝐻∞ hoặc 𝐻2 để giảm thiểu tác động của 

nhiễu và chưa thấy có sự so sánh giữa các cách tiếp cận 𝐻2, 

𝐻∞ và áp dụng cho cùng một đối tượng. 

Nghiên cứu này tập trung vào mở rộng và phát triển bộ 

quan sát trạng thái bền vững cho một lớp đối tượng phi 

tuyến (hướng thứ nhất) và ứng dụng cụ thể (hướng thứ ba) 

là ước lượng trạng thái của mô hình robot khớp linh hoạt 

một liên kết. Phương pháp đề xuất sử dụng tiêu chuẩn 𝐻2 

mailto:ptphong@ute.udn.vn


2 Võ Khánh Thoại, Phạm Thanh Phong, Lê Tiến Dũng 

nhằm giảm thiểu ảnh hưởng của nhiễu hệ thống và nhiễu 

đo lường trong một lớp hệ thống phi tuyến có thông số thay 

đổi theo thời gian. Thành phần phi tuyến của hệ thống cần 

thỏa mãn điều kiện Lipschitz nhằm để đảm bảo cho mô 

hình hóa được chính xác. 

Bài toán thiết kế bộ quan sát tìm ma trận 𝐿(𝜌) được đưa 

về dạng một bài toán tối ưu lồi dưới ràng buộc bất đẳng 

thức ma trận tuyến tính (LMI), và được giải thông qua 

phương pháp tiếp cận đa diện (polytopic approach). Thiết 

kế bộ quan sát trạng thái bền vững theo chuẩn 𝐻2 cho một 

lớp đối tượng phi tuyến với tham số thay đổi và chịu tác 

động của nhiễu là một bài toán có tính thực tiễn cao, không 

những đảm bảo tối ưu độ chính xác mà còn đòi hỏi tốc độ 

hội tụ. Bài báo này có hai đóng góp chính như sau: 

- So sánh các phương pháp: tiêu chuẩn 𝐻∞ - phù hợp 

để giảm thiểu nhiễu đầu vào, tiêu chuẩn 𝐻2 và có đặt cực -

cho thấy hiệu quả vượt trội trong xử lý nhiễu đo lường, tốc 

độ hội tụ đồng thời hiệu suất hệ thống phi tuyến cũng được 

cải thiện trong điều kiện vận hành thực tế. 

- Phân tích kết quả mô phỏng ước lượng trạng thái cho 

mô hình robot một liên kết với khớp linh hoạt trên cả miền 

tần số và miền thời gian cho thấy sự cải thiện đáng kể về 

độ chính xác và hiệu suất của bộ quan sát, đặc biệt trong 

các điều kiện có nhiễu và phi tuyến. 

Với cách tiếp cận trên, các phần tiếp theo sẽ trình bày 

về mô hình toán học dạng phi tuyến thỏa điều kiện 

Lipschitz với thông số thay đổi (NLPV), thiết kế bộ quan 

sát cho lớp đối tượng này và áp dụng bộ quan sát đã thiết 

kế cho mô hình robot khớp linh hoạt một liên kết. 

2. Hệ thống phi tuyến dạng Lipschitz với thông số thay 

đổi (NLPV - NonLinear Parameter Varying system) 

Xét một lớp đối tượng phi tuyến với thông số thay đổi 

được trình bày ở dạng phương trình trạng thái như sau: 

{
𝑥̇ = 𝐴(𝜌)𝑥 + 𝐵(𝜌)𝑢 + 𝐹(𝜌)𝑓(𝑥) +𝑊1𝜔
𝑦 = 𝐶𝑥 +𝑊2𝜔

 (1) 

với 𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑥 là véc-tơ trạng thái của hệ thống; 𝑢 ∈ ℝ𝑛𝑢 là 

véc-tơ tín hiệu điều khiển; 𝑦 ∈ ℝ𝑛𝑦 là véc-tơ tín hiệu đo đầu 

ra; 𝜔 ∈ ℝ𝑛𝜔 véc-tơ tín hiệu nhiễu; 𝜌 ∈ ℝ𝑛𝜌 là véc-tơ biến 

tham số thay đổi; 𝐴(𝜌) ∈ ℝ𝑛𝑥×𝑛𝑥, 𝐵(𝜌) ∈ ℝ𝑛𝑥×𝑛𝑢, 

𝐹(𝜌) ∈ ℝ𝑛𝑥 , 𝑊1 ∈ ℝ
𝑛𝑥×𝑛𝜔, 𝐶 ∈ ℝ𝑛𝑦×𝑛𝑥, 𝑊2 ∈ ℝ

𝑛𝑦×𝑛𝜔  là 

các ma trận hệ thống, 𝑓(𝑥): hàm phi tuyến. 

Biến tham số thay đổi (scheduling variable) 𝜌 biến 

thiên trong một đa diện 𝛶, được xác định bởi các đỉnh tạo 

thành từ chặn trên và chặn dưới của từng biến thành phần. 

Các ma trận hệ thống 𝐴(𝜌), 𝐵(𝜌), 𝐹(𝜌) được biểu diễn 

dưới dạng tổ hợp lồi từ các ma trận tương ứng tại các đỉnh 

như sau: 

𝐴(𝜌) = ∑ 𝜇𝑖(𝜌)𝐴𝑖
2𝑛𝜌
𝑖=1 ,       𝐵(𝜌) = ∑ 𝜇𝑖(𝜌)𝐵𝑖

2𝑛𝜌
𝑖=1 , 

𝐹(𝜌) = ∑ 𝜇𝑖(𝜌)𝐹𝑖
2𝑛𝜌
𝑖=1 , 

Trong đó, μi(ρ) là trọng số lồi (convex weighting function) 

tương ứng với giá trị ρ hiện tại. Chỉ số i đại diện cho số thứ 

tự của các đỉnh trong đa diện 𝛶. 

 𝜇𝑖(𝜌) ≥ 0 và thỏa mãn ∑ 𝜇𝑖(𝜌) = 1
2𝑛𝜌
𝑖=1  (đảm bảo tổ 

hợp là lồi). Cách biễu này biến hệ NLPV thành tổ hợp của 

nhiều hệ tuyến tính tại các điểm đỉnh của 𝛶 và có thể xử lý 

bằng công cụ LMI. 

Hệ thống (1) được mô tả bởi các ma trận hệ thống 

𝐴(𝜌), 𝐵(𝜌), 𝐹(𝜌) phụ thuộc vào biến 𝜌, điều này làm cho 

lớp đối tượng phi tuyến với thông số thay đổi (1) trở nên 

tổng quát hơn và bao quát hơn so với các hệ thống phi tuyến 

truyền thống với ma trận hệ thống cố định. Ngoài ra, lớp 

phi tuyến với thông số thay đổi này cũng xem xét đến tác 

động của nhiễu 𝜔, điều này tăng thêm tính thực tiễn khi 

phân tích và thiết kế bộ quan sát áp dụng cho các hệ thống 

thực tế. 

Biến tham số thay đổi 𝜌 này được giả định là có thể biết 

được thông qua các cảm biến đo lường hoặc từ các trạng 

thái đã được ước lượng. Đồng thời, giả thiết được đặt ra 

rằng hàm phi tuyến 𝑓(𝑥) thỏa mãn điều kiện Lipschitz, với 

định nghĩa như sau: 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥̂)‖ ≤ 𝐿𝑓‖𝑥 − 𝑥̂‖, ∀𝑥, 𝑥̂  (2) 

Trong đó, 𝐿𝑓  là hằng số Lipschitz. 

3. Thiết kế bộ quan sát trạng thái 

3.1. Về cấu trúc của bộ quan sát trạng thái 

Trong bài báo này, cấu trúc bộ quan sát trạng thái 

Luenberger [3] được mở rộng cho lớp đối tượng phi tuyến 

với tham số thay đổi (1). Dạng cấu trúc của bộ quan sát 

được trình bày như sau: 

𝑥̇̂ = 𝐴(𝜌)𝑥̂ + 𝐵(𝜌)𝑢 + 𝐹(𝜌)𝑓(𝑥̂) + 𝐿(𝜌)(𝑦 − 𝐶𝑥̂) (3) 

với 𝑥̂ ∈ 𝑅𝑛𝑥  là vector trạng thái ước lượng của vector 𝑥; 
𝐴(𝜌), 𝐵(𝜌), 𝐹(𝜌)  là các ma trận hệ thống (1) đã biết; 

nhiệm vụ là xác định ma trận bộ quan sát 𝐿(𝜌). Ma trận bộ 

quan sát 𝐿(𝜌) thỏa mãn tổ hợp: 

𝐿(𝜌) = ∑ 𝜇𝑖(𝜌)𝐿𝑖
2𝑛𝜌
𝑖=1 , với 𝐿𝑖 ∈ ℝ

𝑛𝑥×𝑛𝑦  (4) 

Để thiết kế ma trận bộ quan sát 𝐿(𝜌), ta định nghĩa sai 

số ước lượng 𝑒 như sau: 

𝑒 = 𝑥 − 𝑥̂     (5) 

Bằng cách đạo hàm hai vế của phương trình (5), ta 

được: 

𝑒̇ = 𝑥̇ − 𝑥̇̂     (6) 

Từ các phương trình (1) và (3) và (6), ta viết lại 𝑒̇ như sau: 

𝑒̇ = 𝐴(𝜌)𝑥 + 𝐵(𝜌)𝑢 + 𝐹(𝜌)𝑓(𝑥) +𝑊1𝜔 

−[𝐴(𝜌)𝑥̂ + 𝐵(𝜌)𝑢 + 𝐹(𝜌)𝑓(𝑥̂) + 𝐿(𝜌)(𝑦 − 𝐶𝑥̂)] 

= (𝐴(𝜌) − 𝐿(𝜌)𝐶)𝑒 + 𝐹(𝜌)𝛥𝑓 + (𝑊1 − 𝐿(𝜌)𝑊2)𝜔  (7) 

Trong đó, 𝛥𝑓 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥̂) là phần phi tuyến của hệ 

thống, gây ra sai lệch giữa trạng thái thực và trạng thái ước 

lượng. 

𝐿(𝜌) được thiết kế với mục tiêu thỏa mãn hai điều kiện: 

- Để đảm bảo hiệu năng của bộ quan sát, phương trình 

động học sai số (7) phải đảm bảo rằng hệ thống là ổn định 

theo nghĩa hàm mũ trong điều kiện không có nhiễu, tức là 

khi khi 𝜔 = 0. 

- Tìm giá trị nhỏ nhất của 𝛾2 sao cho bất đẳng thức 
‖𝑒(𝑡)‖∞

‖𝜔𝑚(𝑡)‖2
< 𝛾2 được đảm bảo trong trường hợp 𝜔 ≠ 0. 

Để đảm bảo hai điều kiện này, từ bài toán thiết kế bộ 

quan sát, nghĩa là tìm ma trận 𝐿(𝜌), sẽ được chuyển đổi 

thành bài toán giải bất phương trình ma trận tuyến tính 
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LMI. Do đó, phần tiếp theo của bài báo sẽ trình bày chi tiết 

quá trình chuyển đổi bài toán về dạng điều kiện ma trận 

tuyến tính (LMI), cùng với phương pháp giải tương ứng 

nhằm xác định ma trận bộ quan sát tối ưu 𝐿(𝜌). 

3.2. Thiết kế bộ quan sát 𝑯𝟐 

Trong phần này, điều kiện dưới dạng bất phương trình 

LMI được thiết lập nhằm mục tiêu xác định ma trận 

𝐿(𝜌) thỏa mãn các yêu cầu thiết kế. Quá trình thiết lập này 

dựa trên phân tích ổn định của phương trình động học sai 

số (7), thông qua việc sử dụng một hàm Lyapunov toàn 

phương kết hợp với phương pháp đa diện. 

Do vậy, để tìm 𝐿(𝜌) như ở (7) chỉ cần tính toán các ma 

trận bộ quan sát 𝐿𝑖  tại các đỉnh của đa diện, được xác định 

thông qua việc giải các điều kiện ổn định dưới dạng LMI, 

thỏa mãn định lý sau: 

Định lí 1: Xét hệ thống (1) cùng với bộ quan sát trạng 

thái được mô tả bởi phương trình (3). Ma trận bộ quan sát 

được thiết kế sao cho thỏa mãn các điều kiện ổn định và 

hiệu năng nếu tồn tại một ma trận đối xứng dương 𝑃, các 

ma trận 𝑌𝑖,  𝑖 = 1⋯2𝑛𝜌, cùng các hằng số dương 

𝜀𝑙, 𝛾2. Các đại lượng này là nghiệm của một bài toán tối ưu 

hóa dưới dạng điều kiện LMI được trình bày dưới đây: 

𝑚𝑖𝑛𝛾2
𝑃,𝑌𝑖,𝜀𝑙

 

s.t 

{
 
 

 
 
[

𝛺1𝑖 + 2𝛽𝑃 + 𝜀𝑙𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓 𝑃𝐹𝑖 𝛺2𝑖

𝐹𝑖
𝑇𝑃 −𝜀𝑙𝐼 0

𝛺2𝑖
𝑇 0 −𝐼

] < 0

[
𝑃 𝐼
𝐼 𝛾2

2𝐼
] > 0

 (8) 

với 𝛺1𝑖 = 𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 𝐶

𝑇𝑌𝑖
𝑇 + 𝑌𝑖𝐶; 𝛺2𝑖 = 𝑃𝑊1+𝑌𝑖𝑊2. 

Khi đó, các ma trận 𝐿𝑖 tại các đỉnh của đa diện được xác 

định từ nghiệm của bài toán LMI (8) tương ứng như sau: 

𝐿𝑖 = −𝑃−1𝑌𝑖      (9) 

Chứng minh định lý 1: Ta chọn hàm Lyapunov với 

dạng toàn phương, cụ thể như sau: 

𝑉(𝑒) = 𝑒𝑇𝑃𝑒     (10) 

Trong đó, ma trận 𝑃 là một ma trận dương, đối xứng. 

Bằng cách lấy đạo hàm hai vế của (10), viết lại: 

𝑉̇(𝑒) = 𝑒̇𝑇𝑃𝑒 + 𝑒𝑇𝑃𝑒̇    (11) 

Thay (7) vào (11), ta được: 

𝑉̇(𝑒) = [(𝐴(𝜌) − 𝐿(𝜌)𝐶(𝜌))𝑒 + 𝐹(𝜌)𝛥𝑓

+ (𝑊1 − 𝐿(𝜌)𝑊2)𝜔]
𝑇
𝑃𝑒 

+𝑒𝑇𝑃[(𝐴(𝜌) − 𝐿(𝜌)𝐶(𝜌))𝑒 + 𝐹(𝜌)𝛥𝑓

+ (𝑊1 − 𝐿(𝜌)𝑊2)𝜔] 
 

= [
𝑒
𝛥𝑓
𝜔
]

𝑇

[

𝛺1(𝜌) 𝑃𝐹(𝜌) 𝛺2(𝜌)

𝐹(𝜌)𝑇𝑃 0 0

𝛺2(𝜌)
𝑇 0 0

] [
𝑒
𝛥𝑓
𝜔
]    (12) 

với 𝛺1(𝜌) = 𝐴
𝑇(𝜌)𝑃 + 𝑃𝐴(𝜌) − 𝐶𝑇𝐿𝑇(𝜌)𝑃 − 𝑃𝐿(𝜌)𝐶, 

 𝛺2(ρ) = 𝑃(𝑊1 − 𝐿(𝜌)𝑊2)) 

Để đơn giản trong trình bày, đặt 𝜂 = [
𝑒
𝛥𝑓
𝜔
], (12) được 

viết gọn lại như sau: 

𝑉̇(𝑒) = 𝜂𝑇𝑀(𝜌)𝜂    (13) 

với 𝑀(𝜌) = [

𝛺1(𝜌) 𝑃𝐹(𝜌) 𝛺2(𝜌)

𝐹𝑇(𝜌)𝑃 0 0

𝛺2(𝜌)
𝑇 0 0

] 

Chọn tốc độ hội tụ của sai số ước lượng 𝑒 là 𝛽, ta có: 

𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) < 0 

Điều kiện này tương đương với: 

𝜂𝑇𝑀(𝜌)𝜂 + 2𝛽𝑒𝑇𝑃𝑒 < 0 

hay viết gọn lại 𝜂𝑇𝛴(𝜌)𝜂 < 0   (14) 

với 𝛴(𝜌) = [

𝛺1(𝜌) + 2𝛽𝑃 𝑃𝐹(𝜌) 𝛺2(𝜌)

𝐹(𝜌)𝑇𝑃 0 0

𝛺2(𝜌)
𝑇 0 0

] 

Động học sai số ở (7) vừa phải ổn định theo hàm mũ, 

vừa thỏa mãn điều kiện 
‖𝑒(𝑡)‖∞

‖𝜔𝑚(𝑡)‖2
< 𝛾2, sẽ tương tương với 

hệ bất phương trình sau phải được thỏa mãn: 

{
𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) − 𝜔𝑇𝜔 < 0

𝑒𝑇𝑒 <  𝛾2
2𝑒𝑇𝑃𝑒

   (15) 

Hệ bất phương trình (15) được viết về dạng tương 

đương như sau: 

{
𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) + 𝜂𝑇𝐽1𝜂 < 0

𝑒𝑇𝐽2𝑒 > 0
   (16) 

với 𝐽1 = [
0 0 0
0 0 0
0 0 −𝐼

], 𝐽2 = 𝛾2
2𝑃 − 𝐼. 

Xem xét điều kiện Lipschitz được trình bày (2), viết lại 

điều kiện tương đương (2) như sau: 

𝛥𝑓𝑇𝛥𝑓 ≤ 𝑒𝑇𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓𝑒 

⇔ 𝛥𝑓𝑇𝛥𝑓 − 𝑒𝑇𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓𝑒 ≤ 0   (17) 

Gộp hai điều kiện (16) và (17), theo quá trình S 

(S-procedure) [23], [24], yêu cầu thỏa mãn điều kiện ổn 

định theo hàm mũ 𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) < 0, 
‖𝑒(𝑡)‖∞

‖𝜔𝑚(𝑡)‖2
< 𝛾2, và 

vừa thỏa điều kiện Lipschitz (2), nếu tồn tại một hệ số 𝜀𝑙 >
0 sao cho: 

{
𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) + 𝜂𝑇𝐽1𝜂 − 𝜀𝑙(𝛥𝑓

𝑇𝛥𝑓 − 𝑒𝑇𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓𝑒) < 0

𝑒𝑇𝐽2𝑒 > 0
  (18) 

Viết gọn (18) lại như sau: 

{
𝑉̇(𝑒) + 2𝛽𝑉(𝑒) + 𝜂𝑇𝐽1𝜂 − 𝜀𝑙𝜂

𝑇𝑄𝜂 < 0

𝑒𝑇𝐽2𝑒 > 0
  (19) 

với 𝑄 = [
−𝐿𝑓

𝑇𝐿𝑓 0 0

0 𝐼 0
0 0 0

]. 

Kết hợp (14), điều kiện (19) được viết lại là: 

{
𝜂𝑇(𝛴(𝜌) + 𝐽1 − 𝜀𝑙𝑄)𝜂 < 0

𝑒𝑇𝐽2𝑒 > 0
   (20) 

Do đó, điều kiện (20) tương đương với điều kiện sau: 
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{
𝛴(𝜌) + 𝐽1 − 𝜀𝑙𝑄 < 0

𝐽2 > 0
    (21) 

Từ các điều kiện ở (14), (16), (19), thay các ma trận 

𝛴(𝜌), 𝐽1, 𝐽2, 𝑄 vào (21), ta được hệ bất phương trình ma 

trận sau: 

{
 
 

 
 
[

𝛺1(𝜌) + 2𝛽𝑃 + 𝜀𝑙𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓 𝑃𝐹(𝜌) 𝛺2(𝜌)

𝐹(𝜌)𝑇𝑃 −𝜀𝑙𝐼 0

𝛺2(𝜌)
𝑇 0 −𝐼

] < 0

𝛾2
2𝑃 − 𝐼 > 0

  (22) 

Thay thế (8) vào (22), suy ra được: 

{
 
 

 
 
[

𝛺1𝑖 + 2𝛽𝑃 + 𝜀𝑙𝐿𝑓
𝑇𝐿𝑓 𝑃𝐹𝑖 𝛺2𝑖

𝐹𝑖
𝑇𝑃 −𝜀𝑙𝐼 0

𝛺2𝑖
𝑇 0 −𝐼

] < 0

𝛾2
2𝑃 − 𝐼 > 0

  (23) 

với: 𝛺1𝑖 = 𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 𝐶

𝑇𝑌𝑖
𝑇 + 𝑌𝑖𝐶; 𝛺2𝑖 = 𝑃𝑊1+𝑌𝑖𝑊2 

Đặt 𝑌𝑖 = −𝑃𝐿𝑖  vào (23), bất phương trình thứ hai  

của (23): 

𝛾2
2𝑃 − 𝐼 > 0 ⇔ [

𝑃 𝐼
𝐼 𝛾2

2𝐼
] > 0 

ta được hệ bất phương trình LMI trong Định lí 1, và định lí 

đã được chứng minh. 

4. Áp dụng vào mô hình robot khớp linh hoạt 

Để đánh giá và phân tích hiệu năng của bộ quan sát đề 

xuất trong cả miền thời gian và miền tần số, phương pháp 

này được áp dụng nhằm ước lượng các biến trạng thái của 

mô hình robot một khâu với khớp linh hoạt. 

4.1. Mô hình toán học của robot khớp linh hoạt 

Trong phần này, mô hình robot khớp linh hoạt một liên 

kết trong tài liệu [25] được sử dụng để đánh giá hiệu quả 

của bộ quan sát. Mô hình này bao gồm hai phần chính: 

động cơ (motor) và khớp (link). 

Các biến trạng thái chính của mô hình như sau: 

𝜃𝑚: góc quay của động cơ, 

𝜔𝑚: vận tốc góc của động cơ, 

𝜃𝑙: góc quay của khớp, 

𝜔𝑙: vận tốc góc của khớp. 

Các thông số của hệ thống được cho trong Bảng 1: 

Bảng 1. Các thông số của robot khớp linh hoạt một liên kết 

Kí 

hiệu 
Tham số Giá trị Đơn vị 

𝑚 Khối lượng của thanh nối 0,21 kg 

2ℎ Chiều dài của thanh 3,0 × 10−2 m 

𝑔 Gia tốc trọng trường 9,8 m ⋅ s−2 

𝑘 Hằng số lò xo xoắn 1,8 × 10−1 N.m⋅ rad−1 

𝐾𝜏 Hệ số khuếch đại 8,0 × 10−2 N.m ⋅  V−1 

𝐵 Hệ số ma sát nhớt 4,6 × 10−2 N.m ⋅ V−1 

𝐽𝑙 Mô men quán tính khớp 9,3 × 10−3 kg⋅ m2 

𝐽𝑚 Mô men quán tính động cơ 3,7 × 10−3 kg⋅ m2 

Hệ phương trình động học mô tả mối quan hệ giữa các 

biến trạng thái gồm các phương trình vi phân: 

𝜃̇𝑚 = 𝜔𝑚

𝜔̇𝑚 =
𝑘

𝐽𝑚
(𝜃𝑙 − 𝜃𝑚) −

𝐵

𝐽𝑚
𝜔𝑚 +

𝐾𝜏

𝐽𝑚
𝑢

𝜃̇𝑙 = 𝜔𝑙

𝜔̇𝑙 = −
𝐾

𝐽𝑙
(𝜃𝑙 − 𝜃𝑚) −

𝑚𝑔ℎ

𝐽𝑙
sin(𝜃𝑙)

  (24) 

Chọn các trạng thái của hệ thống như sau: 

𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4]
𝑇 = [𝜃𝑚, 𝜔𝑚, 𝜃𝑙 , 𝜔𝑙]

𝑇  ∈ ℝ4 

Mô hình được chuyển về dạng trong không gian trạng 

thái như ở (1) như sau: 

{
𝑥̇ = 𝐴(𝜌)𝑥 + 𝐵(𝜌)𝑢 + 𝐹𝑓(𝑥) +𝑊1𝜔
𝑦 = 𝐶𝑥 +𝑊2𝜔

  (25) 

Với các ma trận hệ thống 𝐴(𝜌), 𝐵(𝜌), 𝐹,  𝑊1, 𝐶,𝑊2 đã biết. 

Trong mô hình (25) này, biến tham số thay đổi 𝜌 được 

xác định trực tiếp từ trạng thái 𝑥3(𝑡), tức là: 𝜌:=𝑥3(𝑡).  
Do đó, giá trị 𝜌 là một biến xác định được tại mọi thời điểm 

dựa trên cảm biến trạng thái. Miền giá trị của 𝜌 là hữu hạn 

và được lấy từ khoảng hoạt động thực tế của hệ thống: 

ρ ∈ [ρmin, ρmax]=[−π/2, π/2] 

Phần phi tuyến 𝑓(𝑥) = −
𝑚𝑔ℎ

𝐽𝑙
sin(𝑥3), do đó 

|𝑓′(𝑥3)| = |cos(𝑥3)| ≤ 1, đây là một hàm thỏa mãn điều 

kiện Lipschitz, vì: ∥∥sin(𝑥3) − sin(𝑥̂3)∥∥ ≤ 𝐿𝑓|𝑥3 − 𝑥̂3|,  

với hằng số Lipschitz là: 

𝐿𝑓 = |−
𝑚𝑔ℎ

𝐽𝑙
| = |

0,21 × 9,8 × 1,5. 10−2

9,3 × 10−3
| = 3,33 

được tính từ tham số vật lý của hệ. 

4.2. Thiết kế bộ quan sát và phân tích trong miền tần số 

4.2.1. Thiết kế bộ quan sát 

Phần này trình bày phương pháp đa diện được sử dụng 

để giải bài toán LMI (8), qua đó xác định được ma trận 

𝐿(𝜌) của bộ quan sát. Trong đó, ta có 𝑛𝑥 = 4, 𝑛𝑦 = 2,  

𝑛𝜔 = 1. Để giải bài toán tối ưu ở Định lí 1, công cụ CVX 

[23] trong Matlab được sử dụng để tìm ma trận bộ quan sát 

tại hai đỉnh của 𝜌 là 𝐿1và 𝐿2. Sau đó, ta có ma trận bộ quan 

sát là: 

𝐿(𝜌) =
𝜌̄−𝜌

𝜌̄−𝜌̱
𝐿1 +

𝜌−𝜌̱

𝜌̄−𝜌̱
𝐿2    (26) 

Ta tìm được 𝐿(𝜌) dựa vào biểu thức (26) khi có các kết 

quả 𝐿1và 𝐿2, và tính  𝑌(𝜌) = −𝑃(𝜌)𝐿(𝜌)  (27) 

Áp dụng Định lí 1 với phương pháp đa diện vào mô 

hình robot khớp linh hoạt một liên kết: 

Ta được kết quả như sau: 𝛾2 = 6,2574e-04 ,  
 𝜀𝑙 = 8,5170𝑒 + 03 và bộ quan sát tại hai đỉnh của 𝜌 là 

𝐿1và 𝐿2 

𝐿1=[

171,3099 
162,3248 
150,6201 
37,5813

−170,3099
−161,3248
−149,6201
−36,5813

] 𝐿2= [

147,6832 
139,3896
126,8410
20,3442 

−146,6832
−138,3896
−125,8410
−19,3442

] 

4.2.2. Phân tích trong miền tần số 

Phần này tập trung phân tích tác động của nhiễu 𝜔 lên 

sai số ước lượng 𝑒 trong miền tần số, qua đó đánh giá hiệu 

suất lọc nhiễu của bộ quan sát đề xuất. 

Hình 1 thể hiện các đồ thị Bode tương ứng với các hàm 

truyền mô tả mối quan hệ từ nhiễu 𝜔 đến sai số ước lượng 
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𝑒, nhằm đánh giá khả năng suy giảm nhiễu của bộ quan sát 

trong miền tần số. 

 

Hình 1. Hàm truyền ‖𝑒/𝜔‖ 

Từ Hình 1 có thể nhận thấy, đỉnh biên độ của sai số ước 

lượng 𝑒 xuất hiện trong dải tần từ 10 đến 20 Hz. Khi tần số 

tăng cao, biên độ lỗi giảm đáng kể, cho thấy các phương 

pháp đều có khả năng suy giảm ảnh hưởng của nhiễu 𝜔  

đối với sai số ước lượng, với mức dự trữ biên tăng dần theo 

tần số. Nhiễu trong mô phỏng là nhiễu Gaussian có biên  

độ ≤ 0,01 

Bảng 2. So sánh chuẩn năng lượng các phương pháp 

 ‖𝑒‖∞ ‖𝜔‖2 ‖𝑒‖∞/‖𝜔‖2 

𝐻∞ 
1,0e-10 * 

0,3940976993952 
0,03156500232 

1,0e-07 * 

0,119049242005 

𝐻2 
1,0e-10 * 

0,3724862906779 
0,03156500232 

1,0e-07 * 

0,112520856200 

𝐻∞ + 

𝑝𝑜𝑙𝑒 

1,0e-10 * 

0,3082136000156 
0,03156500232 

1,0e-07 * 

0,09310532772 

𝐻2
+ 𝑝𝑜𝑙𝑒 

1,0e-10 * 

0,0563966236918 
0.03156500232 

1,0e-07 * 

0,017036321989 

Dựa vào Bảng 2, kết quả cho thấy, cả 4 phương pháp 

đều ổn định và kháng nhiễu tốt. Trong đó, 𝐻2 + 𝑝𝑜𝑙𝑒 giảm 

lỗi tối đa và kháng nhiễu tốt vượt trội. 

4.3. Một số kết quả mô phỏng 

Phần này trình bày mô phỏng trong miền thời gian 

nhằm tiếp tục đánh giá hiệu năng của bộ quan sát, với các 

điều kiện ban đầu 𝑥0 của hệ thống và 𝑥̂0 của bộ quan sát  

được thiết lập như sau: 

𝑥0 = [0, 0, 0, 0]𝑇 , 𝑥̂0 = [5, 5, 5, 5]
𝑇  

Tiếp theo là thực hiện so sánh giữa trạng thái thực 𝑥 và 

trạng thái ước lượng 𝑥̂. Việc so sánh này cho phép đánh giá 

mức độ chính xác và hiệu quả ước lượng trạng thái của 

phương pháp quan sát được đề xuất. Bài báo so sánh 4 

trường hợp như sau: (i) phương pháp dùng bộ quan sát 𝐻∞ 

thông thường (đường chấm gạch), (ii) bộ quan sát 𝐻∞ có gán 

điểm cực (nét đứt) như trong bài báo [26], (iii) bộ quan sát 

NLPV 𝐻2 thông thường (nét đứt mảnh) và (iv) bộ quan sát 

NLPV 𝐻2 gán điểm cực (đường chấm chấm) là phương pháp 

đề xuất trong bài báo và hệ thống thật (đường nét liền) như 

thể hiện ở Hình 2. Kịch bản mô phỏng khi tín hiệu đầu vào 

dạng hình sin. 

Từ kết quả mô phỏng các trạng thái của robot trên miền 

thời gian như Hình 2, bộ quan sát đề xuất 𝐻2 gán điểm cực 

(đường chấm chấm) có khả năng hội tụ nhanh hơn và bám 

sát trạng thái thực tốt. 

 

Hình 2. Kết quả quan sát trạng thái của robot 

Bảng 3. RMSD và NRMSD so sánh các phương pháp 

RMSD 𝐻∞ 𝐻2 𝐻∞ + 𝑝𝑜𝑙𝑒 𝐻2 + 𝑝𝑜𝑙𝑒 

𝑒1 1,1583 1,2396 1,0364 0,9972 

𝑒2 1,5013 1,5465 1.2263 1,1250 

𝑒3 1,4551 1,4633 1,1809 1,0759 

𝑒4 1,4566 1,4882 1,1915 1,0877 

NRMSD     

𝑒1 0,1172 0,1130 0,2805 0,2149 

𝑒2 0,1666 0,1167 0,2431 0,2047 

𝑒3 0,1482 0,1354 0,3156 0,2210 

𝑒4 0,1620 0,1369 0,2594 0,2052 

 

 

Hình 3. Biểu đồ so sánh RMSD và NRMSD 
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5. Kết luận 

Bài báo này đề xuất thiết kế bộ quan sát trạng thái bền 

vững 𝐻2 cho một lớp đối tượng phi tuyến có tham số thay 

đổi và chịu ảnh hưởng của nhiễu, nhằm ước lượng chính 

xác trạng thái hệ thống trong điều kiện bất định. Hiệu quả 

của bộ quan sát này được kiểm nghiệm trên mô hình robot 

khớp linh hoạt và so sánh với bộ quan sát 𝐻∞. Kết quả mô 

phỏng thể hiện phương pháp mới giúp cải thiện đáng kể tốc 

độ hội tụ, kể cả độ chính xác ước lượng trạng thái. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Trường Đại 

học Sư phạm Kỹ thuật - Đại học Đà Nẵng trong đề tài có 

mã số T2024-06-05. 
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