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Tóm tắt - Đồ thị giải đấu tách cực là đồ thị có hướng với tập đỉnh 

được phân hoạch thành hai tập con sao cho đồ thị con cảm ứng 

trên một tập là đồ thị giải đấu và đồ thị con cảm ứng trên tập kia 

là đồ thị không có cung. Lớp đồ thị này được quan tâm nghiên 

cứu nhiều vì chúng liên quan đến vấn đề tổ hợp và khoa học máy 

tính. Vấn đề nghiên cứu sự tồn tại các chu trình đỉnh rời nhau với 

độ dài khác nhau trong các đồ thị có hướng được bắt đầu nghiên 

cứu từ năm 1983 bởi C. Thomassen, cho đến nay đã thu được 

nhiều kết quả sâu sắc và thú vị. Trong bài báo này nhóm tác giả 

tiếp tục nghiên cứu chủ đề trên cho lớp đồ thị giải đấu tách cực. 

Các kết quả đạt được là đã bổ sung một số tính chất của đồ thị 

giải đấu tách cực với bậc nhỏ nhất là 3 không có các chu trình 

đỉnh rời nhau có độ dài khác nhau. 

 Abstract - A split tournament graph is a directed graph with a 

vertex set partitioned into two subsets such that the induced 

subgraph on one set is a tournament graph and the induced 

subgraph on the other set is an arcless graph. This class of graphs 

is of great interest to researchers because of their relevance to 

combinatorics and computer science. The problem of studying the 

existence of vertex-disjoint cycles of different lengths in directed 

graphs was started in 1983 by C. Thomassen, and has so far 

yielded many profound and interesting results. In this paper, the 

authors continue the study of the above topic for the class of split 

tournament graphs. The results obtained add some properties of 

split tournaments with minimum out-degree 3 having no vertex-

disjoint cycles of different lengths. 

Từ khóa - Đồ thị giải đấu; đồ thị giải đấu tách cực; chu trình rời 

nhau; Đồ thị liên thông mạnh; Chu trình có độ dài khác nhau 

 Key words - Tournament; Split tournament; vertex-disjoint 

cycles; Strong digraph; Cycles of different lengths 

 

1. Đặt vấn đề 

Trong bài báo này, nhóm tác giả xét các đơn đồ thị có 

hướng với số đỉnh hữu hạn, không có khuyên, không có 

cung bội và không có chu trình độ dài bằng 2. Gọi 

( ),D V A=  là một đồ thị có hướng trong đó V là tập đỉnh 

và A là tập cung. Với mỗi đỉnh u V  trong đồ thị có 

hướng, đỉnh v V  được gọi là láng giềng ra của đỉnh u nếu 

( , )u v A  và gọi là láng giềng vào nếu ( , )v u A . Ký hiệu 

tập tất cả các láng giềng ra của u là ( )DN u+
 (hoặc ( )N u+

) và 

tập tất cả các láng giềng vào của u là ( )DN u−
 (hoặc ( )N u−

), 

( )DN u+  gọi là bậc ra của u và được ký hiệu là ( )D u +
 (hoặc 

( )u +
), ( )DN u−  gọi là bậc vào của u và được ký hiệu là 

( )D u −
 (hoặc ( )u −

),  min ( ) |D u u V +   gọi là bậc ra 

nhỏ nhất và  min ( ) |D u u V −   gọi là bậc vào nhỏ nhất 

của D. Nếu W V  thì đồ thị con của D cảm ứng bởi tập W 

được ký hiệu là [ ]D W . 

Đồ thị có hướng ( ),D V A=  gọi là đồ thị giải đấu nếu 

với mọi cặp đỉnh phân biệt ,u v V  đều tồn tại cung (u,v) 

hoặc cung (v,u) thuộc A. 
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Đồ thị có hướng ( ),D V A=  gọi là đồ thị giải đấu tách 

cực nếu tồn tại phân hoạch V I K=  , I K  =  sao cho 

đồ thị [ ]D K  là đồ thị giải đấu, đồ thị [ ]D I  không có cung 

thuộc A và với mọi cặp đỉnh ,u I v K   đều tồn tại cung 

(u,v) hoặc cung (v,u) thuộc A. Chúng ta ký hiệu đồ thị giải 

đấu tách cực là ( ),D ST I K A=  . 

Hai chu trình 
1C  và 

2C  của đồ thị D gọi là rời nhau nếu 

chúng không có đỉnh chung. 

Đồ thị có hướng ( ),D V A=  gọi là liên thông mạnh nếu 

với mọi cặp đỉnh phân biệt ,u v V  đều tồn tại đường đi từ 

u đến v và đường đi từ v đến u. Ngoài ra, các khái niệm và 

thuật ngữ khác về đồ thị có hướng được tham khảo trong [1]. 

Từ những năm 1980, các nhà toán học đã nghiên cứu 

sự tồn tại các chu trình đỉnh rời nhau trong đồ thị có hướng 

được và đã đạt được nhiều kết quả quan trọng. Năm 1983, 

Thomassen [2] đã chứng minh được rằng mọi đồ thị có 

hướng với bậc ra nhỏ nhất ít nhất là 3 đều chứa hai chu 

trình đỉnh rời nhau. Từ kết quả này, một hướng nghiên cứu 

mới xuất hiện, đó là trong trường hợp một đồ thị có hướng 

đã tồn tại các chu trình đỉnh rời nhau thì độ dài các chu 

trình đó có khác nhau hay không. Với cách tiếp cận này, 

năm 2012 Henning và Yeo [3] đã đưa ra một giả thuyết 

rằng mọi đồ thị có hướng với bậc ra nhỏ nhất ít nhất là 4 
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đều chứa hai chu trình đỉnh rời nhau có độ dài khác nhau. 

Giả thuyết này đã được chứng minh vào năm 2014 bởi 

Lichiardopol [4]. Như vậy, với đồ thị có hướng với bậc ra 

nhỏ nhất là 4, vấn đề đặt ra đã được giải quyết trọn vẹn, 

còn đối với đồ thị có hướng với bậc ra nhỏ nhất là 3 thì tồn 

tại các chu trình đỉnh rời nhau nhưng độ dài các chu trình 

này có thể bằng nhau hoặc khác nhau. Ví dụ, đồ thị 3

7D  

trong Hình 1 là một đồ thị có hướng với bậc ra nhỏ nhất là 

3 nhưng không tồn tại các chu trình đỉnh rời nhau với độ 

dài khác nhau. 

Trong những năm gần đây, nhiều nhà nghiên cứu đã 

quan tâm đến các điều kiện đảm bảo sự tồn tại của các chu 

trình đỉnh rời nhau có độ dài khác nhau trong đồ thị có 

hướng, điển hình là các kết quả cho lớp đồ thị giải đấu và 

đồ thị giải đấu hai phần [5], lớp đồ thị giải đấu k phần [6], 

lớp đồ thị giải đấu bộ phận [7], lớp đồ thị giải đấu giữa các 

chu trình [8]. Một số kiến thức quan trọng về lớp đồ thị giải 

đấu được trình bày trong [9]. Với cách tiếp cận đó, trong 

thời gian gần đây nhóm tác giả đã có một số kết quả nghiên 

cứu về lớp đồ thị giải đấu tách cực, bước đầu đã chứng 

minh được một số điều kiện cần để đồ thị giải đấu tách cực 

liên thông mạnh, có bậc ra nhỏ nhất là 3, nhưng không có 

các chu trình đỉnh rời nhau với độ dài khác nhau [10]. 

 

Hình 1. Đồ thị 3

7D  

(Đồ thị giải đấu tách cực có 7 đỉnh, liên thông mạnh, bậc ra nhỏ 

nhất là 3 nhưng không có các chu trình đỉnh rời nhau với độ dài 

khác nhau) 

Trong bài báo này, nhóm tác giả tiếp tục bổ sung thêm 

một số tính chất quan trọng về lớp đồ thị giải đấu tách cực 

liên thông mạnh, có bậc ra nhỏ nhất là 3, nhưng không có 

các chu trình đỉnh rời nhau với độ dài khác nhau. 

2. Nội dung nghiên cứu 

2.1. Một số kết quả liên quan 

Trong bài báo này, luôn giả thiết rằng 

( ),D ST I K A=   là đồ thị giải đấu tách cực liên thông 

mạnh với bậc ra nhỏ nhất là 3 và không có các chu trình 

đỉnh rời nhau với độ dài khác nhau. 

Vì D có bậc ra nhỏ nhất là 3 nên theo C. Thomassen 

[2], D có hai chu trình đỉnh rời nhau 0A  và 1A . Mặt khác, 

theo giả thiết thì D không có các chu trình rời nhau với độ 

dài khác nhau nên chắc chắn 0A  và 1A  phải có cùng độ dài 

3t  . Với  0,1j , đặt 

( ) ( )( )
0 1 1 0

' 0 1

( , ,..., , ),

\ .

j j j jj
tA a a a a

V V V A V A

−=

= 
 

Dưới đây là một số kết quả đã được chứng minh trong [9]. 

Bổ đề 1 [10]. Độ dài các chu trình 0A  và 1A  là 3t =  

và jA  với  0,1j , chứa nhiều nhất một đỉnh thuộc I. 

Bổ đề 2 [10]. 
'V  . 

Bổ đề 3 [10]. Giả sử 1 2( , ,..., )lP v v v=  là một đường đi 

trong 'D V 
 

. Khi đó, nếu lv  có láng giềng ra trong ( )V P  

thì 3l   và 2lv −  là láng giềng ra duy nhất của lv  trong 

( )V P . Tương tự, nếu 1v  có láng giềng vào thì 3l   và 3v

là láng giềng vào duy nhất của 1v  trong ( )V P . 

Bổ đề 4 [10]. Giả sử 1 2( , ,..., )lP v v v=  là một đường 

đi trong 'D V 
 

. Khi đó 

(i) Nếu 1v  có một láng giềng vào trong ( )jV A  thì lv  

có nhiều nhất một láng giềng ra trong ( )jV A  với  0,1j , 

(ii) Nếu 1v  có hai láng giềng vào trong ( )jV A  thì lv  

không có láng giềng ra nào trong ( )jV A  với  0,1j , 

(iii) Nếu lv  có một láng giềng ra trong ( )jV A  thì 1v  

có nhiều nhất một láng giềng vào trong ( )jV A  với 

 0,1j , 

(iv) Nếu lv  có hai láng giềng ra trong ( )jV A  thì 1v  

không có láng giềng vào nào trong ( )jV A  với  0,1j . 

Bổ đề 5 [10]. Giả sử 
'u V . Đặt 

uX  = {
'v V | tồn tại đường đi từ u đến v }. 

Khi đó nếu u có hai láng giềng vào thuộc ( )jV A  với 

 0,1j , thì với mỗi đỉnh thuộc uX  đều không có láng 

giềng ra thuộc ( )jV A  và không có láng giềng vào thuộc 

( )1jV A + . 

Bổ đề 6 [10]. Giả sử 
'u V . Khi đó 

(i) Nếu ( ),j
ia u A  thì ( )1,

j
iu a A+  , 

(ii) Nếu ( ), j
iu a A  thì ( )1,

j
ia u A−  . 

Bổ đề 7 [10]. Giả sử 
'u V và u kề với tất cả các đỉnh 

của jA . Khi đó 

(i) Nếu u có một láng giềng ra thuộc ( )jV A  thì 

( ),u v A  với mọi ( )jv V A , 

(ii) Nếu u có một láng giềng vào thuộc ( )jV A  thì 
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( ),v u A  với mọi ( )jv V A . 

Bổ đề 8 [10]. Giả sử 'u V và u kề với tất cả các đỉnh 

thuộc ( ) ( )0 1V A V A . Khi đó hoặc là ( )0 ,ia u A  với mọi 

 0,1,2i  và ( )1, iu a A  với mọi  0,1,2i , hoặc là 

( )1,ia u A  với mọi  0,1,2i  và ( )0, iu a A với mọi 

 0,1,2i . 

Bổ đề 9 [10]. Giả sử 
'u V , u I  và 

jA I    với 

mọi  0,1j . Khi đó: 

(i) u có nhiều nhất một láng giềng vào thuộc tập 

( )jV A  với mọi  0,1j , 

(ii) u có nhiều nhất một láng giềng vào thuộc 

( ) ( )0 1V A V A , 

(iii) u có ít nhất một láng giềng vào thuộc 

( ) ( )0 1V A V A , 

(iv) u có đúng một láng giềng vào và có đúng ba láng 

giềng ra thuộc ( ) ( )0 1V A V A . 

Nếu 
0 1,r sa a I  thì hoặc là ( )0

2 ,ra u A+   và 

( )0 1
1, ,r s iu a a A+ +   với mọi  1,2i , hoặc là ( )1

2 ,sa u A+   

và ( )1 0
1, ,s r iu a a A+ +   với mọi  1,2i  Hơn nữa, nếu 

( )0
2 ,ra u A+   (tương ứng, ( )1

2 ,sa u A+  ), thì ta cũng có 

( )0 1
2 ,r s ia a A+ +   với mọi  1,2i  (tương ứng, 

( )1 0,s r ia a A+  ) với mọi  1,2i . 

2.2. Kết quả chính 

Trong mục này ta sẽ phát biểu và chứng minh các Định 

lý 1 và Định lý 2 dưới đây. Trong Định lý 1, chúng ta xác 

định được mối quan hệ giữa một đỉnh thuộc 'V  với các đỉnh 

thuộc ( ) ( )0 1V A V A . 

Định lý 1. Giả sử 'u V I  , jA I    và 

1jA I +  =  với  0,1j . Khi đó 

(i) ( )1, j

iu a A+   với mọi  0,1,2i , 

(ii) Nếu j

ra I  thì ( ),j

r ia u A+   với mọi  1,2i . 

Chứng minh. 

1. Chứng minh Khẳng định (i). Bằng cách đổi tên các 

chu trình 
0A  và 

1A  ta có thể giả sử rằng 0A I    và 

1A I  = . Bằng cách đổi tên các đỉnh thuộc ( )0V A  ta có 

thể giả sử 0

0a I . Ta phải chứng minh ( )1, iu a A  với mọi 

 0,1,2i . Giả sử u có một láng giềng vào thuộc ( )1V A . 

Theo Bổ đề 8 thì ( )1,ia u A  với mọi  0,1,2i . Theo Bổ 

đề 5 thì ( )0, iu a A  với mọi  1,2i . Vì D có bậc ra nhỏ 

nhất là 3 nên tồn tại 'v V sao cho ( ),u v A . Dễ thấy 

v K  (nếu v I  thì do u cũng thuộc I nên ( ),u v A ). 

Theo Bổ đề 4 và Bổ đề 8 ta có ( )1 ,ia v A  với mọi 

 0,1,2i  và ( )0, iv a A  với mọi  0,1,2i . 

(1.1) Ta sẽ chứng minh mọi đỉnh thuộc ( )0V A  đều 

không có láng giềng ra thuộc 'V .    (1) 

Thật vậy, giả sử tồn tại ( )0w V A  sao cho w có láng 

giềng ra 
'z V . Nếu ( ),y v A  thì ta suy ra mâu thuẫn 

với Bổ đề 4, nếu ( ),v y A  thì mâu thuẫn với Bổ đề 5. Do 

đó, mọi đỉnh thuộc ( )0V A  đều không có láng giềng ra 

thuộc 'V . 

(1.2) Ta sẽ chứng minh D có hai chu trình đỉnh rời nhau 

với độ dài khác nhau     (2) 

Thật vậy, từ (1) suy ra mỗi đỉnh của ( )0V A  có ít nhất 

hai láng giềng ra thuộc ( )1V A . Không mất tính tổng quát 

ta giả sử ( )0 1

0 0,a a A  và ta luôn có ( )0

2 ,a z A  với 

 1 1

1 2,z a a . Khi đó 0 1 0

1 0 0 0( , , , )C a a v a=  và 

0 0 0

2 1 2 1( , , , , )C a a z u a=  là hai chu trình đỉnh rời nhau có độ 

dài khác nhau, mâu thuẫn (Chứng minh này được minh họa 

trong Hình 2 với 
1

1z a= ). 

Từ (2) ta suy ra mâu thuẫn với giả thiết. Vậy ta đã chứng 

minh xong ( )1, iu a A  với mọi  0,1,2i . 

 

Hình 2. Mô tả chứng minh 1.2 trong Định lý 1 

2. Chứng minh Khẳng định (ii). Ta phải chứng minh 

( )0

1 ,a u A  và ( )0

2 ,a u A . 

2.1. Ta sẽ chứng minh ( )0

1 ,a u A  hoặc ( )0

2 ,a u A

. 

Giả sử ( )0, iu a A  với mọi  1,2i . Vì D liên thông 
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mạnh nên tồn tại đường 1 2 1( , ,..., )lP v v v +=  sao cho 

( ) ( )0 1
1v V A V A  , 1lv u+ = , 

'

2 ,..., lv v V . Điều 

này mâu thuẫn với Bổ đề 4. Do đó, không thể xảy ra trường 

hợp ( )0, iu a A  với mọi  1,2i . Từ đó suy ra 

( )0

1 ,a u A hoặc ( )0

2 ,a u A . 

2.2. Ta sẽ chứng minh ( )0

2 ,a u A .   (3) 

Giả sử ( )0

2,u a A . Khi đó ( )0

1 ,a u A , điều này 

mâu thuẫn Bổ đề 6. Vậy ta chắc chắn có ( )0

2 ,a u A . 

2.3. Ta sẽ chứng minh ( )0

1 ,a u A .   (4) 

Giả sử ( )0

1,u a A . Xét hai chu trình đỉnh rời nhau 

 ' 0 0

1 2( ) , , ,oA u a a u=  và 1A , áp dụng (i) ta suy ra 

( )0 1

0 , ia a A  với mọi  0,1,2i . Giả sử tồn tại 

1( )w V A  sao cho w có láng giềng ra 
'v V . Theo Bổ 

đề 7 ta có ( )1 ,ia v A  với mọi  0,1,2i . Nếu v I  thì 

theo (i), ( )1, iv a A  với mọi  0,1,2i , mâu thuẫn. Vậy 

v K . Từ Bổ đề 8 suy ra ( )0, iv a A  với mọi  0,1,2i . 

Nếu ( ),u v A , thì ta xét đường ( , )P u v=  (ngược lại, 

nếu ( ),v u A  thì ta xét đường ( , )Q v u= . Từ đó ta suy ra 

mâu thuẫn với Bổ đề 4. Như vậy, mọi đỉnh thuộc ( )1V A  

đều không có láng giềng ra thuộc 
'V , suy ra mỗi đỉnh 

thuộc ( )1V A  có ít nhất hai láng giềng ra thuộc ( )0V A . Do 

đó với mọi ( )1w V A  ta có ( )0w, ia A  với mọi 

 1,2i . Lúc này 
0

1a  có đúng một láng giềng ra thuộc 

( ) ( )0 1V A V A  nên tồn tại 'z V sao cho ( )0

1 ,za A . 

Hiển nhiên uz   (vì ta đang giả sử ( )0

1,u a A  nên 

uz  ). Theo Bổ đề 6 thì ta có ( )0

2 ,za A . Theo Bổ đề 

5 thì ( )1, iz a A  với mọi  0,1,2i . Khi đó 

0 1 0

1 1 2 1( , , , )C a z a a=  và 0 1 1 0

2 2 0 1 2( , , , , )C a u a a a=  là hai chu 

trình đỉnh rời nhau có độ dài khác nhau, mâu thuẫn. Vậy ta 

đã chứng minh xong ( )0

1 ,a u A . 

Từ (3) và (4) ta suy ra Định lý 1 đã được chứng minh 

xong. □ 

Trong Định lý 2 dưới đây, chúng ta chứng minh được 

một số tính chất khi 
'V  chứa hai đỉnh kề nhau. 

Định lý 2. Giả sử 
'V  chứa hai đỉnh kề nhau. Khi đó 

(i) Tồn tại  0,1j  sao cho mọi đỉnh thuộc ( )jV A  

không có láng giềng ra thuộc 
'V , 

(ii) 'V  không chứa đỉnh u I  sao cho 
jA I    với 

mọi  0,1j , 

(iii) Giả sử mọi đỉnh của ( )1V A  không có láng giềng 

ra thuộc 
'V . Khi đó 

'V không chứa đỉnh u  với u I  sao 

cho 
0A I    và 

1A I  = . 

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh Định lý 2 theo 

sơ đồ sau (Hình 4): 
 

 

 

 

 

Hình 4. Sơ đồ chứng minh Định lý 2 

1. Chứng minh Khẳng định (i). Giả sử 
'V chứa u  và v  

sao cho u  có láng giềng vào thuộc ( )0V A , v  có láng giềng 

vào thuộc ( )1V A . Không mất tính tổng quát giả sử 

( )0
0 ,a u A , ( )1

0 ,a v A  sao cho u  và v  kề nhau (chú ý là, 

trong trường hợp u và v không kề nhau, tức là u và v đều 

thuộc I, thì theo giả thiết sẽ tồn tại 'u K , theo Bổ đề 8 

thì u’ sẽ có láng giềng vào thuộc ( ) ( )0 1V A V A . Khi đó 

ta sẽ xét u và u’ (hoặc v và u’ thay cho u và v). Theo Định 

lý 1 và các Bổ đề 8, 9 ta suy ra u  có ít nhất hai láng giềng 

ra trong ( )1V A , v  có ít nhất hai láng giềng ra trong ra 

trong ( )0V A . Nếu ( , )u v A  thì xét đường ( ),P u v=  

(ngược lại, nếu ( , )v u A  thì xét đường ( ),Q v u= ). Từ đó 

ta dẫn đến mâu thuẫn với Bổ đề 4. 

2. Chứng minh Khẳng định (ii). Giả sử tồn tại đỉnh u I  

sao cho 
jA I    với mọi  0,1j . Không mất tính tổng 

quát ta giả sử 
0 1
0 0,a a I . Theo (i) ta có thể giả sử mọi đỉnh 

thuộc 
'V  không có láng giềng vào thuộc ( )1V A . Theo Bổ 

đề 9, ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1
2 1 1 2, , , , , , ,a u u a u a u a A . Vì 

1
0a  không kề 

với 
0
0a  nên ( )0 1

0 , ia a A  với mọi  1,2 .i  Vì mọi đỉnh 

của ( )1V A  đều không có láng giềng ra thuộc 
'V  nên ta có 

( ) ( )1 0 1 0
1 2, , ,i ia a a a A  với mọi  0,1,2i . 

Vì 
0
1a  có đúng một láng giềng ra thuộc 

( ) ( )0 1V A V A  nên tồn tại 
''u V  sao cho ( )0

1 , 'a u A . 

Dễ thấy 'u u  và ( )1
1',u a A . Suy ra ( )1 0

1 1', , , 'u a a u  và 

( )1 1 0
2 0 2, , , ,u a a a u  là hai chu trình đỉnh rời nhau có độ dài 

Giả thiết 

(i) (iii) (ii) 



86 Lê Như Hiền, Mai Thanh Hồng, Vũ Thị Tuyết Mai, Chu Thị Quyên, Lê Xuân Hùng 

 

khác nhau, mâu thuẫn (Chứng minh này được minh họa 

trong Hình 3). 

 

Hình 3. Mô tả chứng minh phần Chứng minh Khẳng định (ii) 

trong Định lý 2 

3. Chứng minh Khẳng định (iii). Giả sử phản chứng 

rằng 
'V  chứa đỉnh u  với u I  sao cho 

0A I    và 

1A I  = . Vì 
0A I    nên ( )0V A  có đúng một đỉnh 

thuộc I. Bằng cách đổi tên các đỉnh thuộc ( )0V A , ta giả sử 

rằng 
0
0a I  (chẳng hạn, nếu 

0
1a I  thì ta đổi tên 

0
1a  thành 

0
0a , 

0
2a  thành 

0
1a  và 

0
0a  thành 

0
2a ). Theo Bổ đề 9, 

 0 ,ia u A  với mọi  1,2i  và  1, iu a A  với mọi 

 0,1,2i . 

Vì 
'V  chứa hai đỉnh kề nhau nên tồn tại 

' ,v V v K  , 

suy ra v  kề với tất cả các đỉnh thuộc ( ) ( )0 1V A V A . Theo 

(i) và Bổ đề 8 ta có ( )1, iv a A  và ( )0 ,ia v A  với mọi 

 0,1,2i . 

Giả sử 
0
0a  có láng giềng vào thuộc ( )1V A . Không mất 

tính tổng quát, ta giả sử ( )1 0
0 0,a a A . Vì (i) nên 

( )1 0
2 1,a a A  hoặc ( )1 0

2 2,a a A . Do đó, ( )1 0
0 0, , ,v a a v  và 

( )1 1 0
1 2 1, , , ,u a a a u  (hoặc ( )1 1 0

1 2 2, , , ,u a a a u ) là hai chu trình 

đỉnh rời nhau có độ dài khác nhau, mâu thuẫn. Suy ra, 
0(w, )ia A  với mọi {1,2}i  và ( )1w .V A  Suy ra, 

( )1 0
0 1, , ,u a a u  và ( )1 0 0

2 2 0, , , ,v a a a v  là hai chu trình đỉnh rời 

nhau có độ dài khác nhau, mâu thuẫn. 

Ta đã chứng minh xong Định lý 2. □ 

 

 

3. Kết luận 

Trong những năm gần đây, việc xác định xem có tồn tại 

hay không các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau trong 

đồ thị có hướng với bâc nhỏ nhất là 3 luôn được nhiều nhà 

toán học quan tâm nghiên cứu. Các kết quả đạt được là tương 

đối sâu sắc và phong phú. Tuy nhiên vẫn chưa giải quyết 

được một cách tổng quát như trường hợp đồ thị có bậc nhỏ 

nhất là 4, các kết quả đạt được cho trường hợp bậc nhỏ nhất 

là 3 mới chỉ giải quyết được cho một số lớp đồ thị nào đó. 

Chính vì vậy, rất cần các nghiên cứu tiếp theo về chủ đề này. 

Với xu thế đó, nhóm tác giả tập trung nghiên cứu cho lớp đồ 

thị giải đấu tách cực với mong muốn giải quyết được trọn 

vẹn cho lớp đồ thị này. Bước đầu, nhóm tác giả đã có một số 

kết quả cơ bản và quan trọng (xem [9]), làm cơ sở để đi đến 

kết quả mong muốn. Trong bài báo này, nhóm tác giả tiếp 

tục chứng minh được một số tính chất quan trọng khác (Định 

lý 1 và Định lý 2), hy vọng những kết quả này và những kết 

quả trước đó sẽ giúp nhóm tác giả giải quyết được vấn đề đặt 

ra một cách đầy đủ. Trong thời gian sắp tới, nhóm tác giả 

vẫn tiếp tục nghiên cứu chủ đề này và hy vọng đạt được 

những kết quả sâu sắc hơn. 

Lời cảm ơn: Nhóm tác giả xin chân thành cảm ơn các phản 

biện bài báo và ban biên tập đã có nhiều góp ý quan trọng 

giúp cho bài báo được trình bày một cách đầy đủ và khoa 

học hơn. Nhóm tác giả cũng chân thành cảm ơn Trường 

Đại học Công nghiệp Hà Nội đã tạo điều kiện thuận lợi nhất 

để hoàn thành bài báo này, đóng góp vào đề tài nghiên cứu 

cấp trường “Sự tồn tại các chu trình rời nhau với độ dài 

khác nhau trong đồ thị giải đấu tách cực”. 
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