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Tém tit - D6 thi gidi du tach cyc 14 dd thi c6 hudng véi tap dinh
dugc phan hoach thanh hai tap con sao cho dd thi con cam ung
trén mot tap 1a dd thi giai ddu va dd thi con cam ung trén tap kia
1a db thi khong ¢ cung. Lép dd thi nay dugce quan tdm nghién
ctru nhidu vi chung lién quan dén van dé t& hop va khoa hoc may
tinh. V4n d& nghién ctru sy ton tai cac chu trinh dinh rdi nhau véi
d¢ dai khac nhau trong cac dd thi ¢o hudng duoc bit dau nghién
clru tir ndm 1983 boi C. Thomassen, cho dén nay da thu duogc
nhiéu két qua sdu séic va thu vi. Trong bai bao nay nhém tac gia
tiép tuc nghién ctru chii d& trén cho 16p do thi giai du tach cuc.
Céc két qua dat dugc 1a d3 bd sung mot sb tinh chit cua dd thi
giai ddu tach cuc véi bac nho nhét 1a 3 khéng ¢ cac chu trinh
dinh ro1 nhau c6 d6 dai khac nhau.

Tir khoa - D thi giai ddu; db thi giai ddu tach cuc; chu trinh roi
nhau; D thi lién thong manh; Chu trinh ¢6 d¢ dai khac nhau

1. Pit véan dé
Trong bai bao nay, nhom tac gia xét cac don dd thi c6
huéng véi so dinh hitu han, khong cé khuyén, khong co

cung bdi va khong c¢6 chu trinh d6 dai bang 2. Goi
D=(V,4) 1a mot do thi c6 huéng trong d6 V 1a tdp dinh
vaAla tdp cung. Voi mdi dinh u eV trong do thi co
huéng, dinh v e V' duoc goi 1 ling giéng ra cia dinh u néu
(u,v) € A va goi 1a ldng giéng vao néu (v,u) € A . Ky hidu

tap tat ca cac lang giéng ra cia u 1a Nj(u) (hodc N*(u))va
tap tt ca cac lang giéng vao ctiau la Nj(u) (hoic N~ (u)),
‘Nz; (u)‘ g0i 14 hdc ra cia u va dugc ky hidu1a 55 (u) (hodc
5t ), ‘N[) (u)‘ goi 1a bdc vao ctia u va duoc k¥ hiéu 1
55(u) (hodc & (u)), min {55 () |u e V} goi 1 bdc ra
nhé nhdt va min{&é(u) |u e V} g0i 14 bdc vao nho nhat
cia D. Néu W <V thi @6 thi con ciia D cam tmg bi tap W
duoc ky higu 1a D] .

D4 thi c6 huéng D=(V, 4) goi la do thi gidi didu néu
v6i moi cap dinh phan biét u,v eV déu ton tai cung (u,v)
hodc cung (v,u) thudc 4.

Abstract - A split tournament graph is a directed graph with a
vertex set partitioned into two subsets such that the induced
subgraph on one set is a tournament graph and the induced
subgraph on the other set is an arcless graph. This class of graphs
is of great interest to researchers because of their relevance to
combinatorics and computer science. The problem of studying the
existence of vertex-disjoint cycles of different lengths in directed
graphs was started in 1983 by C. Thomassen, and has so far
yielded many profound and interesting results. In this paper, the
authors continue the study of the above topic for the class of split
tournament graphs. The results obtained add some properties of
split tournaments with minimum out-degree 3 having no vertex-
disjoint cycles of different lengths.
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Do thi c6 huéng D =(V, A) goi 1a do thi gidi ddu tdch
cuwre néu ton tai phén hoach V=1UK, InK =¢ sao cho
dd thi D[K] 1a @b thi giai dau, db thi D[/] khong c6 cung
thudc 4 va voi moi cip dinh u e 7,ve K déu ton tai cung
(u,v) hodc cung (v,u) thudc 4. Ching ta ky hiéu dd thi giai
déu tach cyc la D=ST(1UK, 4).

Hai chu trinh ¢, va ¢, cla 6 thi D goi 1a roi nhau néu
chung khong c6 dinh chung.

D6 thi c6 huéng D =(V, A) goi la lién thong manh néu
v6i moi cdp dinh phan biét u,v eV déu ton tai duong di tir
u dén v va duong di tir v dén u. Ngoai ra, cac khai niém va
thuat nglt khac ve do thi c6 huoéng dugce tham khéo trong [1].

T nhiing nam 1980, céc nha toan hoc da nghién cuu
su ton tai cac chu trinh dinh rdi nhau trong d6 thi ¢6 huéng
duoc va da dat dugc nhicu két qua quan trong. Nam 1983,
Thomassen [2] d3 chung minh dwoc rang moi d6 thi ¢6
hudng véi bac ra nho nhat it nhat 1a 3 déu chua hai chu
trinh dinh roi nhau. Tu két qua nay, mot hudng nghién ctru
méi xuat hign, d6 1a trong truong hgp mot do thi c6 hudng
da ton tai cac chu trinh dinh roi nhau thi @6 dai cac chu
trinh d6 c6 khac nhau hay khong. Véi cach tiép cén nay,
nam 2012 Henning va Yeo [3] da dua ra mot gia thuyét
rang moi d6 thi c6 hudng véi bac ra nhé nhat it nhat 1a 4
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déu chira hai chu trinh dinh roi nhau ¢6 do dai khac nhau.
Gia thuyét nay da dwoc chimg minh vao nim 2014 boi
Lichiardopol [4]. Nhu vdy, v6i d6 thi c6 hudng véi bac ra
nho nhét 1a 4, van dé dit ra da duoc giai quyét tron ven,
con d6i voi d6 thi co hudng véi bac ra nho nhat 1a 3 thi ton
tai cac chu trinh dinh roi nhau nhung d6 dai céc chu trinh
ndy c6 thé bang nhau hodc khéc nhau. Vi du, 46 thi D?

trong Hinh 1 12 mot do thi c6 huéng véi bac ra nho nhat la
3 nhung khong ton tai cac chu trinh dinh roi nhau véi do
dai khac nhau.

Trong nhitng nam gan day, nhiéu nha nghién ctru da
quan tam dén cac diéu kién dam bao su ton tai cua cac chu
trinh dinh roi nhau c6 d6 dai khac nhau trong dd thi co
huéng, dién hinh 1a cac két qua cho 16p do thi giai dau va
do thi giai d4u hai phéan [5], 16p db thi giai ddu & phan [6],
16p @b thi giai diu bo phan [7], 16p d6 thi giai d4u giita cac
chu trinh [8]. Mot s6 kién thirc quan trong vé 16p do thi giai
d4u duogc trinh bay trong [9]. Vi cach tiép can do, trong
thoi gian gan ddy nhom tac gia da c6 mot s6 két qua nghién
ctru vé 16p @ thi giai dau tach cuc, budc ddu da chimg
minh duge mot sé didu kién can dé do thi giai dau tach cuc
lién thong manh, c6 bac ra nho nhat 1a 3, nhung khong c6
cac chu trinh dinh roi nhau véi d6 dai khac nhau [10].

Hinh 1. D6 thi D>
(Bo”: thi gidai déu tach cuc cé 7 dinh, lién thong manh, bdc ra nho
nhat la 3 nhung khong co cdac chu trinh dinh roi nhau véi dé dai
khdc nhau)

Trong bai bao nay, nhom tac gia tiép tuc bd sung thém
mot so tinh chat quan trong vé 16p do thi giai dau tach cuc
lién thong manh, c6 bac ra nho nhat 1a 3, nhung khong c6
cac chu trinh dinh roi nhau véi d6 dai khac nhau.

2. N§i dung nghién ciru
2.1. Mét 56 két qud lién quan

Trong bai bao _ nay, lu(‘?n gia thiét ring
D=ST(IUK,A) la do thi gidi dau tach cyc lién thong
manh véi bac ra nhd nhat 1a 3 va khong cé céac chu trinh
dinh ro1 nhau véi d dai khac nhau.

Vi D c¢6 bac ra nho nhét 14 3 nén theo C. Thomassen
[2], D ¢6 hai chu trinh dinh roi nhau 4° va 4'. Mat khac,
theo gia thiét thi D khong c6 cac chu trinh roi nhau véi do
dai khac nhau nén chac chin 4° va 4' phai c6 ciing d6 dai

t>3.Véi je{o,1}, dat
A = (a({,a{,...,aill,a({),
v = V\(V(AO)uV(A1 ))

Dudi day la mot so két qua da duge chung minh trong [9].

B dé 1 [10). B§ dai cdc chu trinh 4° va 4' la t=3
va A’ véi je {0,1}, chita nhiéu nhdt mét dinh thuéc 1.

B6dd2[10]. V' #¢.

B6 dé 3 [10]. Gid sit P =(v;,vy,...,v,) la mgt duong di
trong D[V'] Khi dé, néu Vv, ¢ lang giéng ra trong V(P)
thi 123 va v,_, la lang giéng ra duy nhat ciia v, trong
V(P). Twong tu, néu v, c6 lang giéng vao thi 1 >3 va vy
la ldng giéng vdo duy nhdt ciia v, trong V(P).

B6 dé 4 [10]. Gid sit P = (v;,vy,...,v;) la m¢t dwong
di trong D[V'] Khi do

(i)  Néu v, c6 mét lang giéng vao trong V(AJ') thi v,
6 nhiéu nhat mét lang giéng ra trong V(A«f) véi j €{0,1},

(i) Néu Vv, ¢0 hai lang giéng vao trong V(Aj) thi v,
khéng c6 lang giéng ra ndo trong V(Aj) véi je{0,1},

(iii) Néu v, c6 mot lang giéng ra trong V(Aj) thi v
c6 nhiéu nhdt mét ling giéng vdo trong V(Aj) voi
jefo1},

(iv) Néu Vv, ¢6 hai lang giéng ra trong V(Aj) thi v,
khéng c6 lang giéng vao ndo trong V(Af) voi je{0,1}.

B6 dé 5 [10]. Gid sir ueV'. Pat

X, ={ve V' | ton tai dong di tiru dén v }.

Khi d6 néu u c6 hai ling giéng vio thuéc V(Aj) véi

€{0,1}, thi véi méi dinh thugc X, déu khong cé lang
giéng ra thugc V(Aj) va khéng cé ling giéng vao thudc
v(a).

B& d 6 [10]. Gid sir u eV . Khi dé

(i) Néu (af ,u)e 4 thi (u,a},)e 4,

(ii) Néu (u,al.j)e A thi (aij_l,u) ¢z A.

B& dd 7 [10]. Gid sir u € V' va u ké véi tdt ca cdc dinh
cua A’ . Khi do

(i) Néu u c6 mot ling giéng ra thudc V(A"') thi
(u,v) € A véimoi ve V(Aj) ,

(i) Néu u c6 mét lang giéng vio thudc V(A-’) thi
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(v,u)eA V6i moi veV(Aj).

B6 a8 8 [10]. Gid sir u € V' va u ké vdi tdt ca cdc dinh
thuge V(A" )LV (4'). Khi 46 hoge 1a (af,u) € 4 v6imoi
ie{0,1,2) va (u,a})eA voi moi e {0,1,2}, hodc 1a
(a},u)eA vGi moi ie{O,l,Z} va (u,aio)eAVéri moi
i€{0,1,2} .

BOA@9[10]. Giasir ueV' ,uel va A NI #¢ véi
moi je {0,1}. Khi do:

(i) u c6 nhiéu nhdt mét ling giéng vao thugc tip
v(a’)voimoi j<{o.1}.

(i) u c6 nhiéu nhdt mét ling giéng vio thudc
v(a)or(4),

(iii) u cé it nhat mét ling giéng vdo thudc
v(a)or(4),

(iv) u c6 ding mét lang giéng vao va cé diing ba lang
giéng ra thujc V(AO)UV(A1> .

Néu al.ajel thi hodc la (afyu)ed v
(u,agl,a;”)eA voimoi j e{1,2}, hodc la (a;”,u)e/l
va (u,a;l,afﬂ-)eA voi moi je{1,2} Hon nita, néu
(a9+2,u)eA (twong ung, (al+2,u)eA), thi ta ciing co
(af+z,a§+,~)€A véi moi je{l,2} (twong img
(a;,a?“)eA)véimoi ie{l,2}.

2.2. Két qud chinh

Trong muyc nay ta s& phat biéu va chirng minh cac Dinh
ly 1 va Pinh 1y 2 dudi day. Trong Pinh ly 1, chiung ta xéac
dinh duoc mbi quan h¢ gitta mot dinh thudc 7’ véicac dinh

thude V(AO)uV(A‘).
Pinh Iy 1. Gid st ueV ~I,
A I =g véi je{0,1}. Khido

ANIl+¢ va

(i) (u,aij“)eA Vvoi moi ie{0,1,2},

(i) Néu o’ eI thi (af+i,u) € A véimoiie{l1,2}.

Chirng minh.

1. Chitng minh Khdng dinh (i). Bang cach ddi tén cac
chu trinh A" va A' ta c6 thé gia sur réng A" "NI#¢ va
A' A1 = ¢. Bang cach ddi tén cac dinh thude V( AO) ta c6
thé gia sir a® e I . Ta phai chimg minh (u,al.1 ) € A véi moi
i €{0,1,2} . Gid str u c6 mot lang giéng vao thudc v (4').

Theo BO d¢ 8 thi (a/,u) € A véimoi i €{0,1,2} . Theo BS

dé 5 thi (u,af)e 4 voimoi i e{1,2}. ViD cé bicranho
nhét 12 3 nén tdn tai v e} sao cho (u,v) € A. D& thiy
ve K (néu vel thido u ciing thugc 7 nén (u,v) g A).
Theo B d& 4 va Bé dé 8 ta c6 (a;,v)eA v6i moi
ie{O,l,Z} va (v,al.o)e A véimoi e {0,1,2} .

(1.1) Ta sé chirng minh moi dinh thudc V(AO) déu
khong co lang giéng ra thuoc v . 1

That vay, gia sur ton tai we V(AO) sao cho w co lang
gitngra ze V' . Néu (,v) € A thi ta suy ra mau thudn
v6i Bo dé 4, néu (v,y) e A4 thi mau thudn véi B6 dé 5. Do
d6, moi dinh thudc V( AO) déu khong c6 lang giéng ra

thudc y'.

(1.2) Ta sé ching minh D c6 hai chu trinh dinh roi nhau
voi dé dai khdc nhau 2)

Thit vy, tir (1) suy ra mdi dinh cua y(4°) c6 it nhét
hai lang giéng ra thudc ( A‘) . Khong mat tinh tong quat
ta gia st (a),a,)e 4 va ta ludn 6 (a),z)ed Vo
ze{all,a;}. Khi d6 C =(ag,a('),v,ag) va
C = (al0 ,ag , Z,u,alo ) 1a hai chu trinh dinh r&i nhau c6 do
dai khac nhau, mau thuan (Chung minh nay dugc minh hoa
trong Hinh 2 v6i z = all ).

Tir (2) ta suy ra mau thuan véi gia thiét. Vay ta da ching
minh xong (u,ail ) €4 voimoi je{0,1,2}.

u v

lll

Hinh 2. M6 td chitng minh 1.2 trong Dinh ly 1
2. Chitng minh Khang dinh (ii). Ta phai chimg minh
(alo,u) €A va (ag,u) €ed.

2.1. Ta sé ching minh (alo,u) € A hodc (ag,u) €A

Gia stt (u,a’)e 4 v6imoi ie{1,2}. ViD lién thong
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manh nén ton tai duong P = (vl,vz,...,vl+1) sao cho
W e V(AO)uV(Al), Vi =U, Vy,..,v, €V . Ditu
nay mau thudn véi B dé 4. Do d6, khong thé xay ra truong
hop (u,a?)e A vol moi je {1,2} . Tu @6 suy ra
(alo,u) € A hodc (ag,u) €A.

2.2. Ta sé chirng minh (az, )eA . 3)

Gia sit (u,a))e 4. Khi d6 (a,u)e 4, diéu nay
mau thuin Bb d& 6. Vay ta chic chin c6 (a;’,u) cd.

2.3. Ta sé chirng minh (alo,u) eA. 4

Gia su (u,alo ) € A . Xét hai chu trinh dinh roi nhau
(4°) = {u,alo,ag,u} va A', 4p dung (i) ta suy ra
(ao ,a ) A véi moi i€ {0,1,2} . Gia st ton tai
we V(Al) sao cho w ¢o lang giéng rave V' . Theo Bb
dé 7 taco (a,.l,v) e A véi moi ie{O,l,Z} .Néu v e [ thi
theo (i), (v,a} ) € A véimoi i €{0,1,2}, mau thudn. Vay
veK .TiBodé8suyra (v,a])e 4 véimoi i €{0,1,2}.
Néu (u,v) € A, thi ta xét duong P = (u,v) (nguoc lai,
néu (v,u) € 4 thitaxétduong Q = (v,u) . Thdo tasuy ra
mau thun v6i B dé 4. Nhu vdy, moi dinh thudc 1/ ( Al)
ddu khong c6 lang giéng ra thuoc V', suy ra mdi dinh
thude V ( A ) ¢6 it nhét hai lang giéng ra thuoc ¥ (AO ) Do
d6 véi moi we V(Al) ta co (w,alf’) e A v6i moi
ie {1,2} . Lac nay alo ¢6 dung mot lang giéng ra thudc
V(AO)UV(AI) nén tén tai z € V' sao cho (alo,z) eAd.
Hién nhién z #u (vi ta dang gia su (u,alo) €A nén
z# ). Theo B6 dé 6 thi ta ¢6 (ag,z) € A . Theo B dé
5 thi (za)ed voi moi ie{0,1,2}. Khi do
G =(a,z,a,a)) V& C,=(a;,u,ay,a;,a;) 1a hai chu
trinh dinh roi nhau c6 d¢ dai khac nhau, mau thuan. Vay ta
da chting minh xong (alo,u) ed.

Tur (3) va (4) ta suy ra Pinh 1y 1 da dugc chimg minh
xong. O

Trong Dinh 1y 2 dudi day, chung ta ching minh dugc
mdt sb tinh chat khi V' chura hai dinh k& nhau.

Dinh ly 2. Gia sw V' chita hai dinh ké nhau. Khi a6

(i) Tén tai je {0,1} sao cho moi dinh thudc V(Aj)

khéng c6 lang giéng ra thuéc V',

(ii) V' khéng chita dinh uw eI sao cho A/ NI # ¢ véi
moi j € {0,1},

(iii) Gia sw moi dinh cua V(Al) khéng cé lang giéng
ra thuge V'. Khi @6 V' khéng chira dinh u véi u el sao
cho ANI#¢ va A "I=¢.

Chitng minh. Chung ta s& chimg minh Dinh 1y 2 theo
so d6 sau (Hinh 4):

Gia thiét

A4

(i) @

(iii)

Hinh 4. So d6 chitng minh Dinh 1y 2
1. Chitng minh Khang dinh (i). Gia st V' chta u va v
sao cho u c6 lang giéng vao thude V( AO) , v ¢o lang giéng
vao thudc V( A ) . Khong mat tinh téng quat gia si
(ag, )e A, (ao, )e A sao cho u va v ké nhau (chuyla,

trong trudng hop u va v khong ké nhau, tirc 1a u va v déu
thudc 7, thi theo gia thict s€ ton tai u'e K , theo B dé 8

thi 1 s& ¢ lang giéng vao thudc V(Ao)u V(A‘) . Khi d6
ta s&€ xét u va u’ (hodc v va u’ thay cho u va v). Theo Dinh
Iy 1 va cac Bo d¢ 8, 9 ta suy ra u c6 it nhat hai lang giéng
ra trong V( Al), v ¢6 it nhét hai lang giéng ra trong ra
trong V(AO). Néu (u,v) €A thi xét duong P=(u,v)
(nguoc lai, néu (v,u) € 4 thixétdudng O =(v,u)). Tk do
ta dan dén mau thuan voi B dé 4.

2. Chitng minh Khdang dinh (ii). Gia st ton tai dinh u € 1
sao cho 4/ N1 #¢ véimoi je{0,1}. Khong mét tinh tong
quat ta gia st ag ,a(l) eI . Theo (i) ta c6 thé gia str moi dinh
thuoc V' khong co lang giéng vao thuoe ¥ (A1 ) . Theo B
dé o, (az, ) (u,alo),(u,all),(u,a;) eAd. Vi a(l] khong ké
v6i ag nén (ag, )e A véimoi i €{1,2}. Vi moi dinh
cua V(Al) déu khong co lang giéng ra thude V' nén ta co

(a},alo),(a},ag)eA vGi moi ie{O,l,Z} .

Vi alo c6 dung mot lang giéng ra thudc

V(AO)UV<A1) nén ton tai u'e V' sao cho (al, )eA.
D& thdy u #u' va (u',all)eA. Suy ra (u',all,alo,u') va

1 1

(u ay,ay,ay,u ) la hai chu trinh dinh ro1 nhau c6 d6 dai
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khac nhau, mau thuin (Chimg minh nay dugc minh hoa
trong Hinh 3).

Hinh 3. M6 té chirng minh phan Chimg minh Khdng dinh (ii)
trong Dinh ly 2

3. Chitng minh Khang dinh (iii). Gia sir phan chimg
ring V' chtra dinh u véi uel sao cho A NI#¢ va
A'nI=¢.Vi £"I#¢ nén 7 (4°) c6 ding mot dinh
thudc 1. Bang cach ddi tén cac dinh thuoc ¥ ( A° ) ,ta gid su
rang ag eI (chang han, néu alo eI thitadditén alo thanh
ag , ag thanh alo va ag thanh ag ). Theo B6 dé 9,
{a?,u}eA véi moi ie{l,2} va {u,a}}eA véi moi
i€{0,1,2}.

Vi V' chira hai dinh ké nhau nén ton tai ve V', vek,
suy ra v ké voi tit ca cac dinh thude V(AO)UV<A') . Theo
(i) va Bé d& 8 ta co (v,a})eA va (a?,v)eA véi moi
ie {0,1,2} .

Gia st ag ¢6 lang giéng vao thudc V( A ) . Khong mat
tinh téng quat, ta gia s (a(l),ag) eA4. Vi (i) nén
(aé,alo) € A hoac (aé,a?) € A. Do do, (v,a(l),ag,v) va
(u,all,a%,alo,u) (hodc (u,all,aé,ag,u)) la hai chu trinh
dinh roi nhau c¢6 d6 dai khac nhau, mau thuan. Suy ra,
(W,aiO)GA voi moi ie{l,2} va weV(Al). Suy ra,
(u,a(l),alo,u) va (v,aé,ag,ag,v) la hai chu trinh dinh roi
nhau c¢6 do dai khac nhau, mau thuan.

Ta da chiing minh xong Pinh 1y 2. o

3. Két luan

Trong nhiing ndm gén day, viéc xac dinh xem c6 ton tai
hay khoéng céc chu trinh roi nhau véi dd dai khac nhau trong
db thi c6 hudng véi bac nho nhét 1a 3 ludn dugc nhiéu nha
toan hoc quan tim nghién ctru. Cac két qua dat dugc 1a trong
d6i siu sic va phong pht. Tuy nhién van chua giai quyét
dugc mot cach tong quat nhu truong hop dd thi co bac nho
nhét 1a 4, cac két qua dat duoc cho truong hgp bac nho nhét
1a 3 méi chi giai quyét duoc cho mot sb 16p dd thi nao do.
Chinh vi vay, rit can cac nghién citu tiép theo vé chu dé nay.
Véi xu thé d6, nhom tac gia tap trung nghién ciru cho 16p d6
thi giai dau tach cuc v6i mong mudn giai quyét dugc tron
ven cho 16p d6 thi nay. Budc dau, nhom tac gia dd c6 mot sd
két qua co ban va quan trong (xem [9]), lam co so dé di dén
két qua mong mudn. Trong bai bao nay, nhom tac gia tiép
tuc ching minh dugc mot sé tinh chat quan trong khac (Dinh
Iy 1 va Dinh 1y 2), hy vong nhiing két qua nay va nhimg két
qué trude do sé gitip nhom tac gia giai quyét dwoc van dé dat
ra mot cach dy du. Trong thoi gian sdp t6i, nhom tac gia
van tiép tuc nghién ctru chu dé nay va hy vong dat dugc
nhiing két qua sau sic hon.

L1 cdm on: Nhom tac gid xin chan thanh cdm on cac phan
bién bai bao va ban bién tap di c6 nhiéu goép y quan trong
gitip cho bai bao dugc trinh bay mot cach day du va khoa
hoc hon. Nhom tac gia ciing chan thanh cam on Trudong
Pai hoc Cong nghiép Ha Noi da tao diéu kién thuan loi nhat
dé hoan thanh bai bao nay, dong gbp vao dé tai nghién ctru
cAp truong “Su ton tai cac chu trinh rdi nhau véi do dai
khac nhau trong db thi giai dau tach cuc”.
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