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Tém tit - Cac dinh 1y gioi han trong ly thuyét xac suat cb dién
thuong dua trén gia thlet c4c bién ngu nhién doc 1ap va cung
phéan ph01 Nhitng luét s6 16n co ban nhu ludt yeu $0 16n va luft
manh s6 l6n cua Kolmogorov, hay ludt yéu s6 16n cua
Marcinkiewicz-Zygmund deu duoc thiét 1ap dudi cac gia thiét
nay. Tuy nhién, trong thyc té, gifra cac bién nglu nhién thuong
ton tai nhiing mdi quan hé phirc tap hon, doi héi cac gia thiét linh
hoat hon dé phan 4nh dung ban chit cta hién twong. Trong bai
béo nay, thay vi gia thiét vé doc 1ap hoan toan va ciing phan phéi,
tac gia xay dung cac két qua dya trén gia thiét vé tinh doc 1ap doi
mdt va tinh bi chiin ngiu nhién cta ddy cac bién ngiu nhién. Diéu
nay cho phép mé rong cac luat s6 16n ¢b dién, phtt hop hon véi
cac tinh huong thuc te phtre tap. Ngoai ra, tac gia cling thiét 1ap
cac ludt so 16n cho tong ¢6 trong sO cua cac bién ngdu nhién, qua
d6 mo rong cac két qua cd dién cua Kolmogorov va
Marcinkiewicz-Zygmund.

Tir khoa - Luét s 16n; doc 14p d6i mot; bi chian ngdu nhién; téng
co trong so

1. Pat vin dé

Céc dinh ly giéi han dong vai tro quan trong trong ly
thuyét xac suat va duoc ung dung rong rii trong cac bai
toan thong ké, chang han nhu bai toan wdc luong tham sb
va bai toan kiém dinh gia thuyét thong ké. Nhiéu luat sb
16n duge cac nha nghién ctru xay dyng. Luat yéu sé 16n
don gian nhét ¢6 dang:

Xi+ X+ + X,
n

trong do, {X,,,n = 1} 1a day cac bién ngiu nhién doc 1ap c6
cung phéan phdi véi ky vong bang 0.

—>0kh1n—>+oo

Toéng quat két qua trén, luat yéu sd 16n cua
Marcinkiewicz-Zygmund [2] phat biéu ring: Gia su
X, X1, X,, ... 1a cac bién nglu nhién doc 1ap cung phan ph01
sao cho E(|X|") < 400 v4i 0 < r < 2. Gia sir thém rang
E(X) =0khil <r < 2. Khido,

X1+ X, +--+ X, P
ni/r

Nhiéu tic gia dd quan tim nghién ciru luat s 1on dang
Marcinkiewicz-Zygmund. Cu thé, Sung [3] dd md rong
dang luat manh sb 16n nay cho day cac bién ngau nhién doc
l1ap do6i mot, trong khi Boukhari [4] nghién ctru truong hop
céc bién ngau nhién phy thudc. Tac gia Diing [5] mé rong

— 0 khin » +oo,
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luat s6 16n nay cho truong hop méang hai chi sé cua cac bién
ngau nhién.

Mat khac, ludt manh sé 16n do Kolmogorov phat biéu
ap dung cho diy bién ngiu nhién doc lap, cung phén ph01
va ¢6 ky vong hitu han. Mot diéu k1en da vé luat manh so
16n Kolmogorov [2] cho day bién ngdu nhién {X,,n > 1}
doc 1ap véi trung binh bang 0 va phuong sai hiru han voi
moi n > 1 dugc phat biéu nhu sau: Néu

V(X
Z (Zn) < 4o
n
n=1
thi
X+ X+ +X
! 2 % 5 0 (h.c.c)
n
khin — +oo.

Trong thuc té, cac hé théng phtc tap thuong co nhiéu
yéu t6 4n hodc cac mbi quan hé gian tiép ma ta khong dé
dang nhan thay, khién cho sy doc 1ap hoan toan gan nhu
khong thé dat dugc hodc khong thé ching minh rd rang. Vi
vdy trong bai bao nay, tic gia s€ nghién ctru mé rong luat
yéu s0 16n dang Marcinkiewicz-Zygmund cho day cac bién
ngau nhién doc 1ap d6i mot bi chan ngau nhién. Mot didu
kién du vé luat s6 16n Kolmogorov ciing dwoc xay dung.
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Pinh nghia 1. Ddy bién ngau nhién {X,,n = 1} dwoc
goi la doc lap doi mot néu hai bién ngau bat ky X;, X; voi
i # j doc ldp voi nhau.

Dinh nghia 2. Day blen ngau nhién thye {Xp,n > 1}
dige goi la triee giao néu véi hai bzen ngau nhién bat ky
X, X; voi i # j ta ludn co E(XLXJ)

Nhin xét 1. Néu {X,,n =1} la ddy bién ngdu nhién
doc lap doi mot co ky vong hitu han thi {X, — EXy,n = 1}
la day bién ngdu nhién truc glao

Dinh nghia 3. Day bién ngdu nhién {Xp,n = 1} duoc
goi la bj chdn ngdu nhién béi bién ngdu nhién X néu voi
moi t > 0 ta luén co:

sup P(X,| >t) < P(|X]| > t).

Dé thay rang, néu {Xn,n = 1} la day bién ngiu nhién
c6 cung phén phdi véi bién _ngau nhién X thi day nay bi
chdn ngiu nhién boi bién ngiu nhién X.

B6 dé 1. [1] Cho {X,,n = 1} la day bién ngdu nhién

triee giao. Khi do,
In4n
< () Z I

j
E | max Z X;
1<j<n
i=1
B d@ 2. [5] Cho {X,,, n = 1} la day bién ngdu nhién va

dat S, = ¥i=1 X;. Cho {bp,n > 1} la day so duong tang
thoa diéu kién:

0 < b, T +00 vd by, /b, = 0(1).
Khi dé, néu

+00

ZrllP(rrilaJrcLIS | > b ) < +oo,

n=1
voi moi € > 0thi S, /b, = 0 (h.c.c).

Bo dé 3. Cho p,q > 0. Néu {X,,n = 1} la day bién
ngau nhién bi chan ngdau nhién boi bien ngau nhién X co
E(|XIP) < 4o thivéimoin = 1va x > 0 ta co:

i) E(IXn | H{1Xn] < x})

< E(X|I{X] < x}) + x1P(|X]| > x).

ii) E(1X,|U{| X, > x}) < E(IX|9I{|X]| > x}) vdi gia

thiet q < p.

2

Chitng minh:
i) Ta co:
E(1Xn|11{1X5| < x})
X X
f t1dP(| X, <t) = —f t1dP(| X, > t)
0

0

X
—x1P(|X,| > t) +f P(X,| > t)dt?
. 0
Sf P(X] > t)dt1
0
= x9P(|X]| > x) —f t1dP(|X| > t)
0

X
=x9P(|X]| > x) +f t1dP(|X| < t)
0

= x9P(|X| > x) + E(IX|9I{|X| < x}).
ii) Tuong tu, voi q < p ta co:

+00
E(X (X | > 2}) = f t9dP (X, ] < ©)
+0o ¥
- —f t9dP(|X,] > t)
X

+00
=x1P(|X,| > t) +f P(X,| > t)dt?
X
(vi E(]X,,]?) < 400 theo nhan xét 2)
+00
<xIP(|X| >1t) +f P(1X]| > t)dt1
X

= E(IX]|9I{IX| > x}).

Nhén xét 2. Trong diéu kién ciia Bé dé 3, véi q < p khi
cho x = +oo tiri) ta dugc:

E(IXa1") < E(1X]|),¥n = 1.
2. Két qua nghién ciru

Trong céc phép chimg minh ¢ myc nay, hang s6 C 1a
hang s0 duong tong quat véi gia tri ¢ thé thay d6i & mdi
lan xuét hién.

Pinh 1y 1. Cho {X,,,n = 1} la day bién ngdu nhién dgc
lap doi mot va bi chan ngau nhién boi bien ngau nhién X
voi E(|X[") < 40,1 <r < 2. Gia si {a,,n=1} va
{bn,n = 1} la day cdc s6 thuc dwong, 0 < b, T 400 thoa
diéeu kién:

n
2 . bn
z ap =0(n) va - € [co, 1], Vn =1,
k=1
V6 €y, ¢4 ld cde s6 thue dwong. Pat S, = a; X, + a, X, +
-+ aan Khi do,
P
1/r (S, — ES,) >0 khin - +oo.
n

Chitng minh:

Liy e > 0vavoik = 1,2,..,n ta dat:

Yin = XeI{IXi| < by €3/C Y va sy = Y2, ayYien:

Khi d6, ta co:

P(IS, — ESy| > by'"¢)

n
—p <|5n — ES| > bMe, ﬂ{|xk| < b:/resﬂz-ﬂ}) +

k=1

n
P <|sn —ES,| > b}, U{IXkI > b;/’e3/<2—r)}>

k=1

< P(Isy — ESi| > b/") + ) P(IXel > bi/"e3/0)
k=1

1 T
< V) +ZP(|X| > by/"e¥/C)

k=1
n

1 1 —
= g a2V (Yen) + nP(1X| > by/"e3/@1)
n € k=1
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n

1 ) )
s 2T 2 E aZE(Y2,) +nP(IX| > pi/Te3/@ ")
n €7

n

1

S Y BRI < b
n k=1

+ nP(le > b‘rll/rSS/(z_r))

n
Ce
<5 D BEXI (X < b)/"e¥/20))
™ e=1
+nP(|X| > by/"e3/2 M)

n
C
< b—gz aZE(IXI"I{|X] < by/"e3/C})
™ le=1

n
+Cz azP(1X| > b,ll/re3/(2‘r))
k=1
+nP(|X| > b;/”£3/(2—r))
n 2

—1a
SEEL K 4 Ch,P(1X] > by/Te3/71)

n

< CeE(IXI")
< CeE(IX|") + Cb,P(1X| > by/"3/@)

+
< CeE(IXIT) + Cbnf
b}l Te3/(2-1)
+o00
< CeE(IX|") + cfl , tTdP(IX]| < t).

T2 1
bpe2-r

dP(1X| <t)

Vi E(|X]|") < 4+ nén
+coo
lim t"dP(|X] <t) =0.
n-+oco b‘rlt/r‘gy(z_r)

Do do,
lim sup, P(ISn —ES)| > b,ll/re) < CeE(|X]").

Vi e > 0 tuy y nén lim supnP(ISn —ES;| > b,ll/re) =0.

Tur d6, suy ra
S, —ES, P
bl/r

n

Mit khac, ta lai co:

1
—7 |ESy — ESy| sﬁmsn—s,u
n n
1 n
< 1/rz arE(1X 11X, > by/"e3/G-1))
bn k=1
1 n
<—7 Z ar E(IX|I{|X| > by/"e3/@})
by, k:1
1
<cC b— a E(IXI"I{|1X| > by/"e3/=1}))
k=1
C 1/r
< - E(XI{X] > b)) nz

= CE(IXI"I{|X| > b,i/rs3/(2—r>})bl
n

< CE(IXI"I{IX| > by/"3/=D)).
Vi E(]X|") < 4o nén
i 1/ 3/2-m) =
Tim E(IXI"H{X] > b,/"e¥/}) = 0.
Do do,

lim —|ES —ES;| =0.
n—>+oo
Pinh ly duqc chung minh. |

Nhan xét 3. Ludt yéu sé I6n Marcinkiewicz-Zygmund
dwoc trinh bay ¢ muc 1 la truong hop riéng cua Dinh Iy 1
khi chon a; = 1 véimoi i = 1vab, =nvéimoin = 1.

Pinh Iy 2. Cho {X,,,n > 1} la ddy bién ngdu nhién djc
ldp doi mot va bi chan ngd~u nhién boi bién ngd~u nhién X
voi E(|X|") < 40,0 <r < 2. Gia su {a,n =1} va
{b,,n = 1} la ddy cdc s6 thuc diwong, 0 < b, T +00 théa
diéu kién:

n
2 \ bn
Z ap =0(n) vd — € [cy, 1], Vn =1,
k=1 n
V6i Cq, ¢y la cdc 56 thie diong.
Khi do, ta co:

2%1)< Zak (Xk —E (Xkl {leI < bf}))

hoi tu voi moi € > 0.

1
> b{ls>

Chitng minh:
Liy e > 0vavoik = 1,2,..,n ta dat:

Yk,n = Xkl{lxkl < brll/r} va Srlz = Zﬁ:l anYk,n-
Khi d6, twong tu cach chiing minh Dinh 1y 1 ta ciing c6
P(IS, — ESp| > b))

n
< P(Is, — ESy| > bY€) + z P(IXl > b27)
k=1

1 n
< VS + > (x> 5/
n

k=1
n

- ngz a2V (Y, + nP(1X| > bY/")

bn k=1
n
< o 2E(Y2,) +nP(1X] > by'")
—= bz/r 2 (4% kn n n
n € k=1

n
1
< ) GEAXLIIX] < b/
b, &% i

+nP(|1X| > by")

n

1
< mz aZE(1X1PI{|X] < b/™})

n n- k=1

n
1
+£_ZZ aZP(|X] > bY7) + nP(1X| > b7

E(IXI I{1X| < by"}) + cnP(1X| > by").

2/r
n
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Do d6,
+00 1 1
Z —P(1S, —ESi| > bTe
b,
n=1
+00 1
<c)y S E(X K] < by7)
n=1n

+oo
+ CZ P(IX] > by").

n=1
Mait khac,
+00 1
> R EXPI0x] < 5Y)
n=1"n

Z Z,TZE(IXW{W <X <)

- e < <) Y
n= k n

k=1

< cz E(IX121{b,", < IX] < b)) Z T

CZkZ/r 1E(|X| I{bl/r < IX] <b1/r})

Zﬁ 1
= CZ o E(XT b, < 1X1 < b))
k 1

< cz E(IXI"I{bY", < |X] < bY"})

= CE(|X|T) < 400,
va
+00 +o00
D P(xI> 5y7) < D P(XI > (cm))
n=1 n=1
+00 r
= z P(|X/c)"| > nV/7) < E( o ) < +oo.
- c
n=1 0
DPinh ly dugc chung minh. u

Hé qua 1. Cho {X,,,n > 1} la day bién ngdu nhién djc
ldp doi mot va bi chan ngau nhién boi bien ngau nhién X
voi E(|X|™) < 40,0 < r < 2. Khi d6, ta co:

> nl/r(s)

+coo
1
2,37
n
n=1

Ddc biét, néu day bién ngdu nhién {X,,n > 1} cé phdn
phoi doi xirng thi voi moi € > 0
n

+00
S p( > x
n k
n=1 k=1
Dinh ly 3. Cho {X,,n = 1} la day bién ngdu nhién bj
chan ngau nhién béi bién ngau nhién X véi E(|X|") <
+00,0 <r < 1. Gid si {a,,n =1} va {b,,n = 1} la day

n

2. (x

k=1

— E(XH{IXe] < n¥/7}))

hoi tu voi moi € > 0.

> nl/re> < oo,

cdc 56 thuce dwong, {by,n = 1} la day ting va théa diéu
kién:
n n
W=+, Y ah = 0(b)vi ) @ =o(by").
k=1 k=1
Ddt Sn = a1X1 + a2X2 + e+ aan.
Khi do,

lim b
n-+oo

1/T~S‘n—>01chzn—>+00

n
Churng minh:
Cho M > 0,voi k > 1 dat

Yo = Xil{|Xi| < M}, Z) = Xi {| X, | > M}.
Theo bt ddng thirc C, ta co:

1 n n r
b ElS |T_b akYk Zaka
k=1 k=
1 n r 1 n r
<—F Y.| +—E z Z
b, Ay Y b, Ayl
k=1 k=1
n r n
M >a + LN aEizZ, )
s 0 (49% _Z ay k
bn k=1 bnk:l
1 n r 1 n
<M D | o D AEAXITTX] > M)
by k=1 nk=1
1w 1
<Mr wzak AR
bn k=1 k=1
1w |
< M| @+ CEQXITHIX] > M),
bn k=1

Tir didu kién dinh 1y suy ra:

1
lim sup,, 7~ EISF| < CE(IXI"I{IX] > M}).
n

Vi E(|X]|") < +o0 nén khi cho M - +o0, ta duoc:

1
lim supnb—E|S,rl| = 0.
n

Do o,

1/r5' —>0 khi n - +oo.
n
DPinh ly dugc chimg minh. u
Hg qué 2. Cho {X,,n = 1} la day bién ngdu nhién bj
chan ngau nhién boi biéen ngau nhién X voi E(|X]|7) <
+00,0 < r < 1. Khi dé,
ni/r
Pinh Iy 4. Cho {X,,,n > 1} la ddy bién ngdu nhién djc
ldp doi mot va bi chan ngau nhién boi bien ngau nhién X
véi E(|1X|?) < +o0. Gia sir {an,n =1} va {b,,n =1} la
day cac so thuc dwong, {b,,n = 1} la day tang va thoa
diéeu kién:

—>0khzn—>+oo

b2n .
— =0(1), lim b, =
b, n-+co
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n +00

l 2
e =0t Y
nb,

i=1 n=1
Khi do,
w - 0 (h.cc)
by,
khin — +oo, trong dé S, = X1, a;X;.
Chirng minh:
Theo BS dé 1, ta c6:

J

E (max|sj ~E5)|* ) = E max Z a,(X; — EX,)

1<jsn 1<jsn |4
i=1
In 4n\ 2 - 5 5
i=1
In 4n\? =
(1 2) ZaizElxilz
i=1
In 4n\ 2 § In 4n\? §
< 2 2 = 2( ) 2
_(ln2> ZlalEIXI ElX] In2/ ¢ lal
= =

< Ch,(Inn)2E(1X|?).
Mit khac, véi moi & > 0 theo bit ding thirc Markov ta
lai co:
+00

ZlP (maXIS- —ES;| > ¢b )
n 1<isn t L n
n=1
400 1
< - .12
- Z nbie? E (gias);lsl Esil )
n=1
_ CE(XI) ° (inn)?
- g2 nby,

n=1

Do d6, theo B dé 2 ta ¢

S, —ES,
3 0 (h.c.c).

Pinh ly dugc chiing minh. |
Hg qua 3. Cho {X,,n = 1} la ddy bién ngdu nhién doc
lap doi mot va bi chan ngau nhién boi bien ngau nhién X
voi E(|1X]?) < +o0. Khi do,
S, —ES,
=" 50 (hco)
khin - +oo, trong d6 S, = Y-, X;.

3. Két luin

Bai bao trinh bay két qua nghién ciru vé viéc mé rong
céc lut s6 1on trong cac dinh 1y gidi han c¢6 dién cho day
bién ngdu nhién doc 1ap va cb cing phan phdi sang diy
céc bién ngau nhién c6 mdi quan hé phirc tap hon. Cu thé,
Dinh Iy 1 va Dinh 1y 3 mé rong luat yéu sd 16n dang
Marcinkiewicz-Zygmund cho ddy cac bién ngiu nhién
ddc 1ap d6i mot va bi chan ngiu nhién, trong khi Dinh ly
2 danh gia tdc do hoi tu. Ngoai ra, Pinh 1y 4 dua ra mét
diéu kién du cho luat manh sb 16n cua day bién ngau nhién
nay. Tat ca cac két qua vé luat sb 16n déu dugc phat bicu
cho diy tong co trong s6 ctia cac bién ngiu nhién.
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